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LỜI NÓI ĐẦU 


Giáo trình " Vật lý thống kê " này được biên.soạn trên cơ 
sở các bài giảng đã được các tác giả trình bày nhiều năm và 
theo chương trình vật lý giai đoạn II dành cho sinh viên khoa 
vật lý của trường Đại học Tổng hợp Hà nội (nay là trường Đại 
học khoa học Tự nhiên thuộc Đại học Quốc gia Hà nội). Giáo 
trình này cũng rất bổ ích và có thể dùng làm tài liệu tham 
khảo, giảng dạy cho sinh viên các trường Đại học Sư phạm, 
các trường Đại học khác trong nước có học môn Vật lý thống 
kê và đặc biệt cho các giáo viên dạy Vật lý ở các trường Đại 
học và Phổ thông trung học. Khi viết giáo trình này chúng tôi - 
đã cố gắng đạt tới mục đích đề ra là cơ bản, hiện đại và Việt 
nam. 

Giáo trình trình bày những khái niệm cơ sở của Vật lý 
thống kê (phần ï), một số vấn đề của Vật lý thống kê các quá 
trình cân bằng (phần T7), một số vấn đề của Vật lý thống kê 
các quá trình không cân bằng (phần IIP) và một số phương 
pháp lý thuyết trường lượng tử cho các hệ nhiều hạt trong Vật 
lý thống kê (phần IV). Ngoài phần bài giảng, giáo trình có đưa 
ra một số bài tập. Những bài tập này nhằm giúp cho học viên 
hiểu sâu sắc hơn nội dung Vật lý của bài giảng cũng nhự giúp 
cho học viên tập vận dụng các kiến thức thu được -giải quyết 
một số vấn đề Vật lý cụ thể. Giáo trình do PGS-PTS Nguyễn 
Quang Báu chủ biên và trực tiếp biên soạn toàn bộ chương 
[II của phần I, chương II của phần III, và các chương I, II, 
III, IV, V của phần IV. Những chương và phần cồn lại của 
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giáo trình có sự tham gia biên soạn của GVC Bùi Bằng Đoan 
(phần lý thuyết) và PGS-TS Nguyễn Văn Hùng (phần bài tập và 
sửa chữa). 


Viết giáo trình Vật lý thống kê là mệ: +:ậc rất khó khăn, vì 
vậy mặc dù đã hết sức cố gắng, nhưng giáo trình khó tránh khỏi 
một số thiếu sót. Chúng tôi hy vọng nhận được nhiều ý kiến dong 


góp của bạn đọc để giáo trình ngày càng hoàn thiện hơn. 


Chúng tôi xin cảm ơn các bạn đồng nghiệp thuộc Bộ môn Vật 
lý lý thuyết trường Đại học khoa học Tự nhiên thuộc Đại học Quốc 
gia Hà Nội, GS-PTS Nguyên Văn Thỏa, PGS-TS Nguyễn Xuân 
Hãn, PGS-TS Nguyên Văn Hướng, PGS Phạm Công Dũng, 
PGS-PTS Bạch Thành Công đã đóng góp nhiều ý kiến quý báu 


trong quá trình biên soạn giáo trình này. 


Cóc túc gia 


PHẦN I 
NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ SỞ CỦA VẬT 
LÝ THỐNG KÊ 


Chương Ï 


CÁC LUẬN ĐỀ CƠ BẢN CỦA 
VẬT LÝ THỐNG KẼ 


§1.TRẠNG THÁI VI MÔ VÀ TRẠNG THÁI VĨ MÔ 
CỦA HỆ 

Đối tượng nghiên cứu của vật lý thống kê là các hệ vĩ 
mô/ tức là các hệ bao gồm nhiều hạt, chẳng hạn như chất khí 
đựng trong bình, thanh kim loại, không khí trong khí quyển, 
tập hợp các nucleon trong các hạt nhân lớn.v.v. Đó là các hệ 
có bậc tự do lớn. Về nguyên tắc, để có được thông tin đầy đủ 
về hệ vĩ mô ta cần biết trạng thái động học chi tiết của từng 
hạt tạo thành hệ tại mỗi thời điểm. Tập hợp các số liệu về 
trạng thái cụ thể của các hạt tại mỗi thời điểm gọi là trạng 
thái vi mô của hệ. 

Theo quan điểm cơ học lượng tử, trạng thái vi mô của 
hệ là trạng thái lượng tử dừng được miêu tả bởi véctơ trạng 
thái, hay hàm sóng \/„ thoả mãn phương trình Shrodinger: 


Ñự; = Enwa, ở đây H là Hamiltonian của hệ. 


Xét trên quan điểm cơ học cổ điển, khi ta có thể nói về 
qu1 đạo chuyển động của các hạt, trạng thái vi mô là tập hợp 
các giá trị xung lượng và toạ độ của tất cả các hạt tại mỗi thời 
điểm. Ta kí hiệu tập hợp này là (p,q). Nếu hệ có f bậc tự do thì 
(p,qg) là tập hợp 2f đại lượng: 


(p,đ)=(P\, Pạ,... Dạ, dị, Qq;,... Q;) 


Xét về nguyên tắc, các toạ độ và xung lượng có thể 
được xác định bằng cách giải các phương trình Hamilton dưới 
dạng: 


ụ=“Ö 

' ổn, 

›~_0H ”= 
Đị = ôq, 


với các điều kiện ban đầu sau: 


p,(t=0)=p; 
No s. .. ' << dạ, 
Ở đây chúng ta sử dụng ký hiệu d; nu và 
t 
: dp; 
Pị dt 


Vì ¡= 1, 2,... fnên hệ (1.1) bao gồm 2f phương trình. 

Ta hãy tưởng tượng có một hệ toạ độ 2f chiều, với các 
trục tọa độ q¡,qa,..qr,P,Ps,.pr. Khi đó môi trạng thái vi mô, tức 
là mỗi tập hợp các giá trị (p,qg) cụ thể sẽ ứng với một điểm 
trong không gian 2f chiều. Không gian 2f chiều đó gọi là 
không gian pha. Mỗi điểm trong đó gọi là điểm pha. 

Như vậy, theo quan điểm cơ học cổ điển thì trạng thái 
vì mô (hay rạng thái động học) của hệ được diễn tả bằng một 
điểm pha (p,q) trong không gian pha 2f chiêu. 
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Do sự tương tác và chuyển động không ngừng của các 
hạt, tọa độ và xung lượng của chúng luôn luôn biến đổi, nghĩa 
là trạng thái vi mô của hệ luôn luôn biến đổi. Người ta thường 
nói một cách hình ảnh rằng theo thời gian, điểm pha của hệ 
dịch chuyển và vẽ nên qui đạo pha (xem hình 1). Để theo đõi 
trạng thái vi mô của hệ, tức là xác định qui đạo pha, chúng ta 
phải biết được sự phụ thuộc của tọa độ và xung lượng đối với 
thời gian và đối với các điều kiện ban đầu, tức là phải giải hệ 
phương trình (1.1) với các điều kiện ban đầu (1.2). Xét về mặt 
thực tiễn đây là bài toán không giải được vì hai lý, do. Một là, 
số phương trình của hệ quá lớn. Hai là, chúng ta không thể 
nào có được các điều kiện ban đầu (1.9), bởi vì không thể biết 
được tại thời điểm ban đầu từng phân tử nằm ở đâu và có 
xung lượng bằng bao nhiêu. 


p 


Hình 1 


Qua những khó khăn vừa trình bày chúng ta thấy 
không thế áp dụng phương pháp thuần túy cơ học để khảo sát 
các hệ vĩ mô. Tuy nhiên, trong khi khảo sát các hệ vĩ mô 
chúng ta chỉ quan tâm tới một số hữu hạn các đại lượng đặc 
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trưng cho cả hệ và có thể đo được bằng thực nghiệm. Đó là áp 
suất, thể tích, độ từ hóa,nhiệt độ, v.v... Các đại lượng như vậy 
gọ1 là các tham số vĩ mô. 


Trạng thái được biểu diễn bằng các tham số vĩ mô gọi 
là trạng thái vĩ mô. Trạng thái với các tham số vĩ mô không 
thay đổi theo thời gian gọi là trạng thái cân bằng nhiệt động. 


Người ta chia các tham số vĩ mô thành hai loại: tham 
số nội và tham số ngoại. 


a./ Tham số nội: tham số nội là tham số được xác định 
bởi trạng thái và tính chất của của chính các hạt tạo thành 
hệ, chẳng hạn như năng lượng, nhiệt độ v.v... 


b./ Tham số ngoại: tham số ngoại là tham số diễn tả 
anh hưởng của các điều kiện bên ngoài. Các tham số loại này 
do tính chất, kích thước, sự sắp xếp,... của các vật thể ở ngoài 
hệ quyết định. Thể tích, điện trường ngoài, v.v..., đều là các 
tham số ngoại. Thể tích của chất khí đựng trong bình là do 
hình dạng và kích thước của bình quyết định. Điện trường 
ngoài được xác định bởi số lượng, vị trí, độ lớn của các điện 
tích ở ngoài hệ. | 

Lẽ di nhiên, lấy trạng thái vĩ mô, tức là tập hợp các 
tham số vĩ mô để miêu tả hệ là cách miêu tả sơ lược, bởi vì 
ứng với một trạng thái vĩ mô có thể có rất nhiều trạng thái vi 
mô khác nhau. Chăng hạn nếu lấy khoảng năng lượng 
[E, E +öE|làm đặc trưng của trạng thái vĩ mô thì ứng với điều 
kiện này sẽ có tất cả các trạng thái lượng tử có năng lượng 
En e|E.E+äðE]. Nếu hệ tuân theo cơ học cổ điển thì điều kiện 
năng lượng giới hạn trong khoảng [E,E+öE]sẽ ứng với tất ca 
các điểm pha (p,q) trong vùng không gian pha giới hạn bởi hai 
siêu diện H(p,qg)=E và H(p,q)=E+ðbB. 


§2. MÔ TẢ HỆ BẰNG PHƯƠNG PHÁP THỐNG KÊ 


Như đã trình bày ở mục trước,chúng ta không thể giải 
bài toán xác định trạng thái động học của hệ vĩ mô, cho dù đó 
chỉ là bài toán cơ học cổ điển. Nếu hệ tuân theo cơ học lượng 
tử thì việc đặt vấn đề giải phương trình Shrodinger dừng 
cũng vô nghĩa, bởi vì hệ vĩ mô không thể tôn tại lâu trong cắc 
trạng thái dừng được. Thật vậy, do số bậc tự do của hệ rất lớn 
nên phổ năng lượng của hệ rất dày đặc (mật độ trạng thái rất 
lớn). Nếu giữa các hạt có sự tương tác thì sự suy biến sẽ bị 
khử một phần hoặc hoàn toàn, mỗi mức năng lượng lại tách 
thành nhiều mức, tức là phổ năng lượng càng dày đặc thêm. 
Có thể chứng minh được rằng trong khoảng năng lượng từ 0 


K¬ F5 ¬ ~Z Z * ~ z ` ` ° N 
dến E số mức năng lượng cỡ e® trong đó ọ là hàm của P 


"xã trong đó N là 


Khoảng cách giữa hai mức liên tiếp chỉ cỡ e” 
số hạt của hệ. Ngoài ra mọi hệ vĩ mô đều tương tác với môi 
trường xung quanh. Mặc dừ sự tương tác đó có thể rất yếu, 
song năng lượng tương tác vẫn rất lớn so với khoảng cách giũa 
hai mức năng lượng kế tiếp nhau. Vì lý do như vậy nên hệ vĩ 
mô luôn luôn nhảy từ mức năng lượng này sang mức năng 
lượng khác, tức là không thể nằm lâu trong trạng thái dừng. 


Như vậy, do sự phức tạp và biến đổi không ngừng của 
trạng thái vi mô mà phương pháp cơ học không thể áp dụng 
được. Tuy nhiên, chính sự phức tạp của hệ vĩ mô lại là cơ sở 
để chúng ta tiếp cận vấn đề theo một cách khác, tức là sử 
dụng phương pháp thống kê. Nội dung của phương pháp này 
là như sau. Nếu ta biết được xác suất của các trạng thái vi mô 
thì các giá trị quan sát được của các tham số vĩ mô được tính 
như giá trị trung bình của chúng theo các trạng thái vi mô. 


Giả sử hệ tuân theo cơ học lượng tử, tức là có thể nằm 
trong các trạng thái lượng tử wạ với xác suất œn. Gia dụ 
trong trạng thái wựạ đại lượng vật lý A có giá trị A„, khi ấy giá 


trị trung bình thống kê của A sẽ là: 


A= 3,uồn . | (1.3) 
n 


Trong trường hợp hệ tuân theo cơ học cổ điển, nếu :ta 
biết được hàm phân bố xác suất ø(p,q) của các điểm pha thì 
giá trị trung bình thống kê của đại lượng động học A(p,q) (ức 
là đạt lượng phụ thuộc toạ độ uò xung lượng) sẽ được tính như 
sau: 


A(p,q)= ƒ A(p, q)œ(p,qg)dpdq _ (1.4) 


Khi viết công thức (1.4) ta cần lưu ý hai điểm sau đây.. 
Một là, øœ(p,g)dpdq là xác suất để điểm pha rơi vào yếu tố thể 
tích dpdq chứa điểm (p,q) trong không gian pha. Hai là, công 
thức (1.4) chỉ đúng trong trạng thái cân bằng nhiệt động. 
Trong trường hợp tổng quát hàm œcòn có thể phụ thuộc 
tương mình vào thời gian và khi đó giá trị trung bình của A sẽ 
phụ thuộc thời gian. - 

Thực nghiệm cho thấy rằng giá trị trung bình thống kê 
của các tham số vĩ mô bằng giá trị trung bình theo thời gian. 
Tuy nhiên cho đến nay người ta vẫn chưa chứng minh được 
luạn điểm này, vì vậy nó vẫn còn là một giả thuyết. Giả 
thuyết này được gọi là giả thuyết éc-gô-đích. Những kết quả 
thu được bằng phương pháp thống kê phù hợp tốt với thực 
nghiệm, vì vậy giả thuyết éc-gô-đích được coi là đúng đắn Từ 
đây trở đi chúng ta sẽ coi các giá trị trung bình thống kê của 
các tham số vĩ mô chính là các giá trị đo được trên thực tế. 

Qua những điều trình bày ở trên chúng ta thấy việc 
xác định xác suất của các trạng thái vi mô (ức iè xác định 
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œn hoặc hàm phân bố öø(p,q)) là vấn đề then chốt của vật lý 
thống kê. Trong mục tiếp theo chúng ta sẽ thấy rằng xác suất 
của các trạng thái vi mô liên quan chặt chẽ với năng lượng 
của hệ. 


§3. ĐỊNH LÝ LIOUVILLE - VAI TRÒ CỦA NĂNG LƯỢNG 


Trong mục này chúng ta sẽ chứng minh rằng đối với 
trạng thái cân bằng nhiệt động thì hàm phân bố xác suất 
@(p,q)chỉ phụ thuộc năng lượng của hệ. Ta xét trường hợp 
thống kê cổ điển trước để cho vấn để được đơn giản và dễ 
hiểu. | 

Trong trường hợp tổng quát, hàm phân bố xác suất tọa 
độ và xung lượng có thể phụ thuộc tường minh vào thời gian: 
(@ = GÉp, q, t) 

_Cần phải nhắc lại rằng: p= (P1. Pa....,P£) ;:q = (q1,đa,..., q) 
trong đó f là số bậc tự do của hệ. Xét sự biến thiên của @œ theo 
thời gian, tức là dọc theo qui đạo pha. Giả sử tại thời điểm t 
trạng thái vi mô của hệ được miêu tả bằng điểm pha (p,q). 
Sang thời điểm t+dt điểm pha mới sẽ là (p+dp,q+dq) (xem 
hình 2). | 





B(p+rdp,q+dq) 





Hình 2 


+. „ ` „ ï 
Lượng biến thiên của hàm @ sau thời gian dt sẽ là: 
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6t 
dœ = —dt + Tân + =” đụ 
ø Ốp Sq 


Vì p=(P¡,P;,..,Ppr) và q = (dị, qa....qr) nên ta có: 


lần f | Ôœ ô 
do = —dt+ 3 Lộ áp các dại] (1.5) 
ết ¡=1| đĐị 9q; 
Trong khi trạng thái vi mô biến đổi thì các tọa độ và 
xung lượng phải tuân theo hệ phương trình chuyển động 
Hamilton: 











dq; s SH 

dt ôp; 
dpị - 2H (1.6) 
dt 3q; 


trong đó H là Hamiltonian của hệ. 
Từ (1.5) ta suy ra: 
do _- ôo - Ib dp; š ôuœ tị 








dt ôt j2iôp¡ dt ông; dt 
nó sx« đỒiI vụ Bi và . 
Thay các đạo hàm: r3 và từ (1.6) vào, ta được: 


dt Ø6 ấn 


do 8¬ dH ¬- 
ồq;¡ dp; Øp; dq; 


Đưa vào ký hiệu móc Poisson, ta có thể viết: 


dò  Ôo 
— Âu. (1.7 
TH Xu“, 
Trong đó: 
f[ôo đH ôo ¬ 
In 
J,R ĐI dp; Øp¡ dq; 
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Phương trình (1.7) diễn tả sự biến thiên của hàm œ, dọc 
theo qui đạo pha, khi các tọa độ và xung lượng biến đổi theo 
các qui luật của cơ học cổ điển. 


Bây giờ chúng ta sẽ chứng minh rằng nếu số hạt của hệ 


báo toàn thì de =0. 
dt 


Giả sử tổng số hạt của hệ là N, số hạt nằm trong thể tích 
pha V nào đó làN,, ta luôn luôn có: 


Ny =N [o(p,g,t)dpdq (1.8) 
(v) 


Ỏ đây ta lấy tích phân Tưng vùng V của không gian pha. 
Từ công thức này ta suy ra: 
dN, Ø(b 
——==N| —dpd (1.9) 
ật T J ap báo 
Công thức (1.9) diễn tả sự biến thiên số hạt của vùng V 
trong một đơn vị thời gian. Lượng biến thiên này phải đúng 
bằng số hạt vượt qua biên của vùng V trong một đơn vị thời 
gian.Ký hiệu mặt biên là 6, ta có: 
dN, 


— = (œ.V)n dơ (1.10) 


Ở đây ta ký hiệu dơ là yếu tố diện tích của mặt biên 
trong không gian 2f chiều; V là véctơ vận tốc trong không 
gian đó: 


s_Jdd dạ; dạ; dpị dpa dpr 
dt” dt ”” dt ` đc” dc ` dị 


Chỉ số n biểu diễn hình chiếu lên phương pháp tuyến. 
Theo định lý Ostrogradski - Gauss ta có: 
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ƒ div(ov)dpdq 


[(œ)p dø = 
# (v) 


Từ đó ta có thể viết lại (1.10) như sau: 
d 
_- -N ƒ div(sv)dpdq (1.11) 
dt (v) 
Đại lượng div(oœŸ) trong không gian 2f chiều có dạng: 
f : 
div(oV) mm Ea ịa + In dp; ) 
¡=iÔq;\( d7 Ø¡( dt 


Dưa theo hệ phương trình chuyển động Hamilton ta có: 
mà ô dH | 
(Œ) "==——— 








f 














div(c›Vv) = » — 
¡=1 d¡ ( dp¡/J đp¡( dạ; 

f 

= —... (1.12) 
¡=1 9q¡ dp¡ Øp¡ dạ; 

Thay (1.12) vào (1.11) ta được: 
“Yv - _N [[o,H]jpdq (1.18) 
dt (v) 
J2 _ -Ío HỊ 


So sánh (1.13) với (1.9) ta suy ra: r 


Thay kết quả này vào phương trình (1.7) ta được: 

nh LH [=0 (1.14) 
Ớt 

Như vậy hàm phân bố xác suất không thay đổi dọc theo 


qui đạo pha. Đó là nội dung định lý Liouville. 
Từ định lý Liouville ta suy ra một hệ quả rất quan 
trọng. Trong trạng thái cân bằng nhiệt động giá trị trung 
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bình của mọi đại lượng động học không phụ thuộc thời gian. 
Điều này đòi hỏi hàm phân bố xác suấtœ không phụ thuộc 
tưởng minh vào thời gian. Như vậy, trong trạng thái cân bằng 


la. JX 8 
nhiệt động = =0. Từ hệ thức (1.14) ta suy ra: 


|o, HÌ= 0 | (1.15) 


Trong cơ học ta biết rằng móc Poisson của đại lượng nào 
đó bằng 0 thì đại lượng ấy là tích phân chuyển động. Hệ thức 
(1.15) cho thấy rằng trong trạng thái cân bằng nhiệt động 
hàm phân bố xác suất œ là tích phân chuyển động. Mọi hệ cơ 
học chỉ có tối đa 7 tích phân chuyển động: năng lượng, ba 
thành phần của xung lượng và ba thành phần của mô men 
xung lượng. Nếu chỉ xét trường hợp tâm quán tính đứng yên 
và hệ không tham gia chuyển động quay thì khi ấy chỉ còn 
một tích phân chuyển động, đó là năng lượng. Mặt khác, hệ 
thức (1.15) xác nhận rằng hàm phân bố xác suất œ cũng là 
tích phân chuyển động. Như vậy bắt buộc ( phải là hàm của 
năng lượng, tức là hàm của Hamiltonian. 


(Ép, q) = ø(H(p, q)) (1.16) 


Hệ quả này có ý nghĩa quan trọng ở chỗ nó cho phép 
chúng ta đoán nhận dạng phụ thuộc năng lượng của hàm 
phân bố œ. Thật vậy, giả sử ta có một hệ vĩ mô nào đó bao 
gôm nhiều phần hợp lại. (Mối phần cũng là hệ uĩ mô). Nếu 
năng lượng tương tác giữa các phần này nhỏ hơn nhiều so với 
năng lượng của mỗi phần (điều này đúng uới mọi hệ được xét 
trong uật lý thống bê) thì năng lượng của cả hệ bằng tổng 
năng lượng của các phần tạo thành hệ: H =H¡ + Hạ +..=`H; 

1 


œ(H) = ø(S`H;) | (1.17) 
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Mặt khác, vì tương tác rất yếu nên có thể coi các phần 
tạo thành hệ là độc lập thống kê với nhau. Điều ấy có nghĩa là 
xác suất trạng thái vi mô của cả hệ bằng tích xác suất các 
trạng thái vi mô tương ứng của các phần tạo thành hệ: 


œ(H) = ø(H1)ø(Ha)... 
Từ đó ta có: Ino(H) = Inø(H¡) + Ino(H;) +... = >Inø(H;) 


Để ý tới hệ thức (1.17) ta có: 
to» H; =*Inø(H;) (1.18) 
1 1 
Hệ thức (1.18) chỉ thỏa mãn khi và chỉ khi @ phụ thuộc 


H dưới dạng hàm mũ. Từ đó ta có thể viết: o(p,a)= Ae BHÍ»a) 


ở đây A và là những đại lượng không phụ thuộc p và q. Dấu 
trừ được sử dụng nhằm mục đích thuận tiện (điều này sẽ được 
nói rõ ở các phần sau). Hệ số A có ý nghĩa thật đơn giản: nó là 
hệ số chuẩn hóa, tức là: ƒ ø(p,q)dpdq = 1 


Từ đây ta suy ra: AÍ e BHŒ®.4)qpdq =1 


AT [e P!®4)qpdq 


54. PHƯƠNG TRÌNH LIOUVILLE CHO MA TRẬN 
MẬT ĐỘ 
4.1.Ma trận mật độ 


Giả sử hệ vĩ mô có thể nằm trong các trạng thái lượng 
tử \/„ với xác suất tương ứng là p„;(œ = 1L2,3,...). 


Khai triển w„ thành chuỗi theo hệ hàm riêng trực chuẩn 


16 


lon | của toán tửf nào đó (fœ,= f„@„), ta Có: 


W„ = >)Cm®m (1.19) 
1m 


Xét đại lượng vật lý A tương ứng với toán tử AÁ. Theo 
cơ học lượng tử giá trị quan sát được của A trong trạng thái 
W/„là: Aa =[wa„Âwada 


Dựa theo biểu thức (2.19): 


Aua = XCặ Czƒ[0mAo@ndq =3 Cj CăAmm — (1.20) 


m,n m,,n 
ở đây ta kí hiệu A„„ là yếu tố ma trận của toán tử Á trong 
phép biểu diễn f (£?à toán tử Hermite). 

Âmn = Í'?mAœndq 


Để tính giá trị trung bình thống kê của A ta cần lấy 
trung bình của „theo mọi trạng thái @„ với xác suất P: 


A=Š AaPqu 


Œ 


Thay giá trị AÀ,„ từ (1.20) vào biểu thức trên ta được: 


A=sX [Ehci st sen = *onmÂmn (1.21) 


m,n\ œ m,n „ 












ở đây @„„ là đại lượng xác định bởi Ông, hức: "kh QC nên 
= ^^ z t”. AI; 1+ tr x. 


KHUA-EHOA HỌC TƯ NHIÊN 
————_. 


( FEĐ nà, “ÍNN 


Toán tử Ô với các yếu tố ma trận @,„„ được xác định theo 


* 
vs » | œŒ>œ 
Œnm = LÊ, Ý cx 1$ mở 
œ. 


(1.22) gọi là toán tử thống kê, hay toán tử ma trận mật độ. Ta 
có thể viết lại biểu thức trung bình thống kê (1.21) dưới dạng: 


LÊ 


A=Y lung, splöA| (1.23) 
m,n 


Công thức (1.23) cho thấy rằng để tính giá trị trung bình 
thống kê của bất kỳ đại lượng A nào, ta cần biết ma trận mật 
độ. Như vậy, ma trận mật độ đóng vai trò giống như hàm 
phân bố œ(p,q)trong trường hợp thống kê cổ điển. 


4.2.Phương trình chuyển động của ma trận mật độ 


Theo định nghĩa, ma trận mật độ là ma trận có các yếu tố 


_ xác định bởi công thức: o„„m =S®`P„CƒC 
lÊ 2 


Lấy đạo hàm theo thơi gian, ta được: 


€ nm cai +Cce _ 2. KẾ 


“h2 2 Ls— 1.24 
êt 2 ôt ”ôt =—" 








Vì UA Vũ ma là những hệ số khai triển của véctơ trạng 


thái (hơy hàm sóng \/„) nên để tính đạo hàm chúng ta xuất 





..Ã : 
phát từ phương trình Shrodinger. 1 ¬ ~ FÏ WWG 
Để ý rằng: w„ = 2 C0 


aCỹ 


N.5-...ì} —a cpk =-„CÿHẹk 
k z2 | 


Nhân cả hai vế với @_ rồi lấy tích phân và để ý rằng fẹ„} 


là hệ trực chuẩn, tả được: 


ơ 


k 
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trong đó: H„y = Í‹oaHe,dq 


Thay (1.25) vào (1.91) và để ý rằng ma trận H,, là ma 
trận Hermite (Hny =Hkn ), ta được: 


— ỞŒng v * 
“` : >r,|E-cị CnHkm + CCm Hàm] - >lbkmHnk -onkHkm) 
œ k k 


Mặt khác theo qui tắc nhân ma trận, ta có: 


>> Fnk®km = (H]..„ 6o > ®nkPÍkm kẽ (of). 


Từ đó ta có thể viết lại biểu thức đạo hàm của @„„như 


sau: 





i8 = (ló = 6B);„ = |B.ôk.» 
Như vậy toán tử @ thỏa mãn phương trình: 


ô,HỊ (1.26) 


Ở đây [ô,H] là hệ thức giao hoán của øö và H. Phương 
trình (1.26) chính là phương trình chuyển động của toán tử 
thống kê hay ma trận mật độ øö. Ý nghĩa của (1.26) tương tự 
như ý nghĩa định lý Liouville. Phương trình (1.26) đưa tới hệ 
quả rất quan trọng. Theo định nghĩa, giá trị trung bình 
thống kê trong trường hợp lượng tử (xem 1.23) xác định bởi 
công thức: A =sp 5A 


Trong trạng thái cân bằng nhiệt động A không phụ 
thuộc thời gian. Điều này chỉ được thỏa mãn khi øö không phụ 
thuộc tường minh vào thời gian. Như vậy,đối với trạng thái 

5 `... .„ Ô@ 
cân bằng nhiệt động ta có: = - 


^^ 
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Điều này có nghĩa là đối với trạng thái cân bằng nhiệt 
động thì ma trận mật độ giao hoán với H: 
b,ñ|= 0 (1.27) 
Trong cơ học lượng tử ta biết rằng nếu hai toán tử giao 


hoán thì chúng có thể cùng có dạng chéo. Trong phép biểu 
diễn năng lượng toán tử Heó dạng chéo: 
Hnm = EnỒnm 

Từ đó ta suy ra rằng trong phép biểu điễn năng lượng ma 

trận mật độ cũng có dạng chéo: 
Đìu 8x (1.28) 

Ở đây ta kí hiệu œn là yếu tố chéo của ma trận am tức là 
®n =@nn.Vì @ giao hoán với H nên øạ chỉ có thể là hàm của 
năng lượng: œạn = ®n(En) 

Chữ ý tới (1.28) ta thu được công thức tính trung bình 
thống kê của đại lượng vật lý A trong trạng thái cân bằng 
nhiệt động: 


Ä= sp@Â)= 2.®mnÂnm = 23 ,®nÖnmÂmn. 
n,m n,m 
Đưa vào ký hiệu An=Ann =[En®p Aop, dq để chỉ các yếu tố 
n 
chéo của ma trận A,„ trong biểu diễn năng lượng, ta có: 


Ằ = spbÂ) = ). Ân Ön (1.29) 


Bây giờ, ta chuyển sang xét điều kiện chuẩn hoá của 
@„.Theo định nghĩa ma trận mật độ ta có: 
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cs|Í 
n 








nm “ Š› ki 
œ 


2 


Từ đồ ta cổ: œạạ = XS FuÍGh 
œ 








Lấy spur (hay vết) của ma trận này ta được: 
2 








Cn Cn 








“ : 
sp|ô] = 3.®nn = 30n =À,3,F@ su spbj=>>P, 


Vì C,„ là hệ số khai triển của hàm sóng „theo hệ hàm 


trực chuẩn nạ nên ta có: 


c;Í =1 





» 


n 
Từ đó ta có: 
splo}= ĐP„ =1, hay 3 œ„ =1 (1.30) 
ơ œ 
Kết quả này không có gì lạ, bởi vì œạ chính là xác suất 
để đại lượng A có giá trị A, trong trạng thái náng lượng E„. 


Bằng cách suy diễn hoàn toàn tương tự như trong trường 
hợp thống kê cổ điển, ta có thê kết luật rằng œạ phải phụ 


thuộc năng lượng dưới dạng: ®n - Ae PPn, trong đó A và ÿ 
không phụ thuộc E„. Hệ số A là hệ số chuẩn hóa, tức là hệ số 
đảm bảo cho øœ„ thỏa mãn điều kiện: 


5`@n = ASe Pa =1 
n n 


Từ đó ta suy ra: 
A 1 =we Pa (1.31) 
n 


Dưới đây chúng ta sẽ tổng kết lại những nét cơ bản của 
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phương pháp vật lý thống kê. Để tiện so sánh, những nét cơ 
bản đó được trình bày dưới hình thức bảng liệt kê bao gồm hai 
cột. Cột thứ nhất là những khái niệm thuộc thống kê cổ điển, 
còn cột thứ hai là những khái niệm tương ứng thuộc thống kê 
lượng tử (xem bảng LẠA 
Bảng 1:7óm tắt những khái niệm cơ bản của phương pháp uật 
lý thống bê 


Thống kê cổ điền Thống kê lượng tử 


Trạng thái vi mô là tập hợp các biến | Trạng thái vi mô là trạng thái lượng 
động học (p,q) tương ứng với các pha | tử dừng được biểu diên bằng véctơ 
trong không gian 2f chiều. trạng thái (hoặchàm sóng) w/n thoả 
(p,q)=(D,D¿,...r,đ¡,đa,.. - qr) mãn phương trình Schrodinger: 

Các biên này thoa mãn hệ phương Hựa = EnỨn 

trình Hamilton: 

dq, 6H dp, cH 


dt _Ôp) dt — ÔQi 




























Không gian 2f chiều Tập hợp các trạng thái lượng tử wn 


Hàm phân bố xác suất œ(p,q, t) Ma trận mật độ (bay toán tử thông 





hê) @ 






Phương trình chuyển động của o: Phương trình chuyển động của ma 







^% „ ae ÔS _ 1], l§ 
¬=-lo.H] trong đó [ø,H] là móc | Prân mât độ =7 PÐ,HỊ trong đó 
G 

Poisson. b, 8lla hệ thức giao hoán. 












Trong trạng thái cân bàng nhiệt | Trong trạng thái cân bằng nhiệt 







ˆ 


¬ €œ À R 
động — = 0 ,từ đó suy Ta: động — =(ƒ) từ đó suy ra: 


o({p,q) = ø(H(p, q)) o„ =®a(Bạ) 

Trung bình thống kế của đại lượng [ Trung bình thống kế của đại lượng 

vật lý À ứng với toán tử A: động học A: A =sp 2Â} trong phép 

biểu diễn năng lượng: 

A=EA,@0,;E®„ =1 
n n 


+ 
















A(p,q) = ƒ A(p,q)@(p,g)dpdq 
[ @(b,qX*lpdq = 1 
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§5.CÁC ĐẶC ĐIỂM CỦA TRẠNG THÁI CÂN BẰNG. 
NHIỆT ĐỘNG 
Bð.1.Không phụ thuộc thời gian 


Trạng thái cân bằng nhiệt động của hệ vĩ mô là 
trạng thái trong đó các tham số vĩ mô có giá trị trung bình 
thống kê không phụ thuộc thời gian. Lẽ di nhiên là các giá tTỊ 
của tham số vĩ mô có thể thăng giáng so với giá trị trung 
bình, song điều căn bản là, với những điều kiện nhất định thì 
giá trị trung bình không phụ thuộc thời gian. Hệ càng lớn thì 
thăng giáng càng nhỏ. 

Để có được khái niệm rõ ràng hơn về trạng thái cân bằng 
nhiệt động ta xét thí dụ sau đây. Giả sử ta có một bình khí 
chứa N phân tử và lúc đầu (t=0), phần lớn các phân tử khí tập 
trung ở nửa bên trái của bình (xem hình 3). Theo thơi gian do 
có sự chuyển động và va chạm không ngừng nên các phân tử 
khí dần dần được phân bố lại. Sau một thời gian khá lâu (về 
nguyên tắc là t->) thì chất khí sẽ tiến tới trạng thái cân 
bằng nhiệt động. Nét đặc trưng của trạng thái này là số phân 
tử khí ở mỗi nửa bình có giá trị trung bình là › và giá tTỊ 


này không thay đổi nữa. Lấy tham số vĩ mô là số phân tử ở 
nửa trái của bình chẳng hạn và ký hiệu nó là n, ta có: 





ta * E, 
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N/2 


0 Hình 3 


Hình 3 diễn tả xu thế phân bố lại các phân tử khí và sự 
biến thiên theo thời gian của số phân tử ở nửa bình bên trái. 
5ð.2.Không phụ thuộc tiền sử 


Trạng thái cân bằng nhiệt động là trạng thái mà hệ vĩ 
mô đạt tới sau rất nhiều sự xáo trộn phức tạp. Vì lẽ đó hiện 
trạng không còn phụ thuộc vào trạng thái ban đầu xa xôi nữa, 
mà chủ yếu được quyết định bởi những điều kiện hiện tại. Nói 
cách khác, trạng thái cân bằng nhiệt động không phụ thuộc 
tiền sử của hệ. Ta có thể hiểu rõ điều này qua thí dụ trình 
bày ở trên về xu thế phân bố các phân tử khí trong bình. Bất 
luận là tại thời gian ban đầu các phân tử Khí phân bố như thế 
nào, chăng hạn như tất cả N phân tử đều ở nửa bên trái, hoặc 
ở nửa bên phải, hoặc ở một góc nào đó của bình, v.v...thì sau 
thơi gian khá lâu các phân tử khí cũng sẽ phân bố đều đặn ở 
hai nửa bình, sao cho số phân tử ở mỗi nửa bình xấp xỉ bằng. 
N/⁄2. 


5.3.Trạng thái cân bằng nhiệt động là trạng thái có 


mức độ ngâầu nhiên cao nhất 


_ Như chúng ta đã nhấn mạnh, ứng với mỗi trạng thái vị 
mô có thể tổn tại rất nhiều trạng thái vi mô khác nhau. 
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Chẳng hạn, nếu đặc trưng trạng thái vĩ mô của hệ cô lập bằng 
điều kiện năng lượng trong khoảng [E,E+ðE] thì điều kiện 
này sẽ được thỏa mãn với mọi trạng thái lượng tử có mức năng 
lượng Eạ e |E, E+öE]. Số trạng thái vi mô khả di là thước đo 
mức độ ngẫu nhiên của hệ vĩ mô. Mức độ ngẫu nhiên càng cao 
thì mức độ trật tự càng kém. Như vậy số trạng thái vi mô khả 
d1 cũng có thể được sử dụng để đánh giá mức độ trật tự. Để 
hiểu rõ vấn đề này chúng ta hãy trở lại với thí dụ về sự phân 
bố các phân tử khí trong bình (¿nh 3). Ứng với trạng thái cân 
bằng nhiệt động có rất nhiều cách sắp xếp các phân tử khí 
trong bình, miễn sao mật độ hạt trong một đơn vị thể tích là 
như nhau trong khắp bình (ở đây fa bỏ qua 0uai trò của trọng 
trường). ` 


Nói cách khác, trạng thái phân bố đồng đều các phân tử 
khí trong bình có thể được thực hiện bằng rất nhiều phương 
án khác nhau. Nếu trạng thái chưa cân bằng thì lẽ dĩ nhiên số 
phương án sẽ ít hơn, bởi vì sự phân bố trong trường hợp này 
phải thỏa mãn những điều kiện ràng buộc nhất định. Giả dụ 
trạng thái chưa cân bằng là trạng thái trong đó tất cả NÑ phân 
tử còn tập trung ở nửa bình bên trái. Trạng thái này cũng 
được thực hiện bằng nhiều phương án sắp xếp vị trí của N 
phân tử, song dù sao thì cũng không bao gồm những phương 
án trong đó mỗi phân tử đều có thể có mặt ở nửa bình bên 
phải. Như vậy, rõ ràng là số phương án sắp xếp (hay số trạng 
thái ui mô), trong trạng thái chưa cân bằng bao giờ cũng ít 
hơn so với trường hợp cân bằng. Thực tế cho thấy rằng quá 
trình tiến tới cân bằng nhiệt động là quá trình tăng số trạng 
thái vi mô khả di, tức là tăng mức độ ngẫu nhiên. Đây là quá 
trình bất thuận nghịch. Điều này có nghĩa là quá trình ngược 
lại có xác suất rất nhỏ. Chẳng hạn, nếu lúc đầu các phân tử 
nước hoa tập trung cả ở một góc phòng thì xu hướng chắc 
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chắn là dần dần các phân tử nước hoa sẽ khuếch tán ra khắp 
phòng, còn hiện tượng đến một lúc nào đó các phân tử nước 
hoa lại tập trung vào một góc phòng là hiện tuợng có xác suất 
rất nhỏ, vì vậy trên thực tế được xem là không thể xảy ra. 


§6.TƯƠNG TÁC GIỮA CÁC HỆ VĨ MÔ. 
CÁC QUÁ TRÌNH THAY ĐỔI TRẠNG THÁI 
Trạng thái vĩ mô của hệ có thể thay đổi trong quá trình 
tương tác với các hệ khác (rao đổi năng lượng, trao đổi Uuật 
chất). Chẳng hạn, khi thu năng lượng bên ngoài dưới. dạng 
nhiệt lượng thì nhiệt độ của vật tăng lên. Chất khí khi giãn 
nở có thể sinh công và nhiệt độ, áp suất của nó giảm xuống 
v.v... Chúng ta có thể qui các hình thức tương tác về ba loại 


sau đây. 
6.1.Tương tác nhiệt 


Tương tác nhiệt là sự trao đổi năng lượng khi các tham 
số ngoại x không thay đổi, tức là không sinh công. Chẳng hạn, 
nếu một vật thu hoặc tỏa nhiệt khi thể tích không thay đổi thì 
ta nói rằng nó thực hiện quá trình tương tác nhiệt. Năng 
lượng trao đổi trong trường hợp này gọi nhiệt lượng. Nếu ký 
hiệu nhiệt lượng là AQ và lượng biến thiên nội năng của hệ là 
AE, ta có: AE = AQ 


Như vậy, khi nội năng tăng, tức là AE>0 thì AQ >0: 
ngược lại khi nội năng giảm, tức là AE<0, thì AQ<0. Điều 
này có nghĩa là nhiệt lượng do hệ thu nhận được qui ước mang 
dấu dương, còn nhiệt lượng do hệ tỏa ra được qui ước là mang 
dấu âm. Nếu năng lượng trao đổi rất nhỏ, ta dùng ký hiệu: 
dE =ðq. 
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6.2.Tương tác cơ học, công 


Tương tác cơ học là quá trình trao đổi năng lượng gắn 
liền với sự thay đổi của các tham số ngoại. Chẳng hạn, chất 
khí giãn nở đoạn nhiệt và làm dịch chuyển pít tông. Năng 
lượng trao đổi trong trường hợp này gọi là công cơ học. 


Giả sử trong quá trình tương tác cơ học tham số ngoại x 
biến thiên một lượng dx. Khi đó công do hệ thực hiện sẽ tỉ lệ 
với dx. Ký hiệu yếu tố công là ÔA, ta có: 

ðA = Xdx | (1.382) 


Đại lượng X đóng vai trò hệ số tỷ lệ ở đây được gọi là lực 
suy rộng tương ứng với tọa độ suy rộng x. Nếu dx là thể tích 
thì X sẽ là áp suất. Trong trường hợp này ta có: 


ồA = pdv 


Các lực suy rộng có thể có bản chất vật lý rất khác nhau, 
chứ không nhất thiết phải là lực theo nghĩa thông thường. 
Chẳng hạn, trong quá trình phân cực chất điện môi dưới tác 
dụng của điện trường thì yếu tố công sẽ được tính như sau: 


8A = -|EdP) 


Ö đây E là vectơ điện trường, P là véctơ phân cực. Trong 
trương hợp này -E là đại lượng đóng vai trò lực suy rộng. 
Trong quá trình từ hóa vật chất yếu tố công được xác định 
qua biểu thức: ồA = -(R.aM) 


— 


trong đó H là từ trương, M là vectơ mô men từ. 


Theo qui ước, công do hệ thực hiện là dương khi nội năng 
của hệ giảm, và ngược lại công là âm khi nội năng tăng. Ta 
nói hệ thực hiện một công âm có nghĩa là các hệ khác thực 
hiện công đối với hệ được xét. Với cách qui ước như vậy ta có 


li Í 


hệ thức liên hệ giữa biến thiên nội năng và công sinh ra trong 
quá trình tương tác cơ học như sau: 


dE = -ỗA =-Xdx (1.33) 
Nếu cùng một lúc có nhiều tham số ngoại thay đổi, ta có 
công thức tổng quát: 
ỒA = 3 X¡dx; (1.34) 


Do đó: 
đE = -ðA = _>, X¡;dx; 
Ì 


6.3.Tương tác vật chất 
Năng lượng của hệ còn có thể thay đổi bằng cách trao đổi 
vật chất. Quá trình này gọi là tương tác vật chất. Nếu số hạt 
thay đổi một lượng dN thì nội năng của hệ biến thiên một 
lượng dE tỉ lệ với dN. Do đó ta có hệ thức: 
dE = udN (1.85) 


Đại lượng h đóng vai trò hệ số tỉ lệ và được gọi là thê 
hóa. Ý nghĩa vật lý của nó sẽ được nói tới ở các phần sau. Nếu 
hệ gồm nhiều loại hạt khác nhau ta có hệ thức tổng quát: 

dE= *`u¡dN; (1.36) 
¡ 


ở đây kÒụ là thế hóa ứng với loại hạt 1 của hệ. 


Trên đây chúng ta đã xét ba loại tương tác của hệ vĩ mô 
với bên ngoài. Trên thực tê trong các quá trình tương tác có 
thể có mặt đông thời hai hoặc cả ba loại tương tác nói trên. ở 
đây ta xét thêm quá trình tương tác quan trọng thưởng gặp - 
đó là tương tác cơ - nhiệt. 
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Trong quá trình tương tác cơ-nhiệt hệ thu (hoặc mất) 
nhiệt lượng đồng thời thực hiện công (đương hoặc âm). 

Xét một quá trình nhỏ, trong đó hệ thu nhiệt lượng ö@Q, 
thực hiện một công öA và kết quả là nội năng biến đổi một 
lượng dE. Định luật bảo toàn năng lượng là cơ sở để ta có thể 
viết hệ thức sau đây: : 


ôQ = dE+öA (1.37) 


Ý nghĩa của hệ thức này rất giản đơn: trong quá trình 
tương tác cơ nhiệt thì nhiệt lượng do hệ thu được có hai tác 
dụng là làm biến đổi nội năng và sinh công. 


Hệ thức (1.37) chính là định luật I của nhiệt động học. 
Đối với một quá trình lớn ta có hệ thức tương tự: | 
AQ=AE+AA 


Xét trên biểu diễn tương tác với bên ngoài ta có thể chia 
các hệ vĩ mô thành hai loại. Loại thứ nhất bao gồm các hệ 
không tương tác với bên ngoài gọi là các hệ cô lập (hay hệ 
đóng). Đối với hệ cô lập ta có: dE =õQ =ôA =0 

Do không trao đổi với bên ngoài nên năng lượng của hệ 
cô lập là cố định. Nói năng lượng là cố định không có nghĩa nó 
là một hằng số, bởi vì theo cơ học lượng tử thì cho dù hệ là cô 
lập, song năng lượng vẫn có độ bất định E. Vì lý do đó, từ 


đây về sau ta quan niệm rằng hệ cô lập là hệ có năng lượng 
nằm trong khoảng [E,E +8E], trong đó E=const. Các mức năng 


lượng khả di của hệ cô lập lẽ dĩ nhiên phải thỏa mãn điều 
kiện. 


Ea e[EE+ðE]- (1.38) 


Loại thứ hai bao gồm các hệ tương tác với bên ngoài, gọi 
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là các hệ mở. Các hệ này trao đổi năng lượng và vật chất với 
các hệ khác. 


Mô hình hệ cô lập là mô hình trừu tượng. Nó chỉ có ý 
nghĩa lý luận. Trên thực tế mọi hệ vĩ mô điều là hệ mở. Tuy 
nhiên ta có thê coi tất cả các hệ trong vũ trụ, bao gồm cả hệ 
mà chúng ta khảo sát, là một hệ cô lập. Trạng thái cân bằng 
của hệ cô lập cũng chính là trạng thái cân bằng của các hệ 
con cấu thành nó. Vì vậy, từ việc nghiên cứu trạng thai cân 
bằng của hệ cô lập ta có thể rút ra tính chất của các hệ thành 
phần. 


Khi trạng thái vĩ mô của hệ biến đổi, ta nói rằng hệ thực 
hiện một quá trình. Tùy theo đặc điểm cụ thể của từng quá 
trình, người ta đặt cho chúng những tên gọi nhất định. 


Quá trình không có trao đổi nhiệt lượrø gọi là quá trình 
đoạn nhiệt (ồöQ = 0). 


Quá trình trong đó các tham số thay đổi chậm tới mức tại 
mỗi thời điểm ta có thể coi trạng thái của hệ là cân bằng, gọi 
là quá trình chuẩn tĩnh (hay quá trình cân bàng). Như vậy, 
quá trình chuân tĩnh là quá trình trải qua một chuỗi liên tiếp 
các trạng thái cân bằng nhiệt động. 

Tên gọi của quá trình còn gắn liền với đặc điểm biến đổi 
của một tham số nào đó. Chẳng hạn, nếu thể tích không đổi, 
ta có quá trình đảng tích. Khi áp suất không đổi, ta có quá 
trình đẳng áp. Nếu nhiệt độ không đổi, ta có quá trình đẳng 


nhiệt v.v... 
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Chương II 
TRỌNG SỐ THỐNG KÊ - ENTRÔPI - NHIỆT ĐỘ 


§1. TRỌNG SỐ THỐNG KÊ CỦA TRẠNG THÁI VĨ MÔ 


1.1.Định nghĩa trọng số thống kê 


Như đã nói ở §1, chương ÏI, trạng thái vĩ mô được xác 
định bởi một số tham số vĩ mô. Đối với hệ cô lập, ngoài các giá 
trị cho trước của các tham số khác, trạng thái vĩ mô được coi 
là xác định khi cho trước năng lượng của hệ nằm trong 
khoảng [E.E+ðE]. Các mức năng lượng khả đi của hệ cô lập 
phải thỏa mãn điều kiện: 


ln € [E.E+ 8E] (2.1) 


Sở di ta không lấy E=const, mà phải xác định E với độ 
chính xác öðE, bởi vì theo hệ thức bất định Heisenberg thì 
năng lượng bao giờ cũng có độ bất định liên quan tới khoảng 
thời gian quan sát theo hệ thức. 

8Eôt~ñn Ở đây ¡là hằng số Planck. 

Lẽ đi nhiên là ứng với một trạng thái vĩ mô có thể có rất 
nhiều trạng thái vi mô khác nhau. Chắng hạn, có rất nhiều 
trang thái lượng tử với năng lượng E, thoa mãn điều kiện 
(2.1). Như vậy mỗi trạng thái vĩ mô có thể được thực hiện 
bằng nhiều phương án vi mô khác nhau. 

Tổng số các trạng vi mô khả dĩ ứng với trạng thái vĩ mô 
gọi là trọng số thống kê của trạng thái vĩ mô đó. Trọng số 


ð1 


thống kê được ký hiệu là AI. Đối với hệ cô lập, trọng số thống 
kê phụ thuộc năng lượng: 


AT = AT() (2.9) 


Nếu ký hiệu I(F)là bổng số các trạng thái vi mô có năng 


lượng nhỏ hơn hoặc bằng E thì rõ ràng là: 
AI' = F(E+ðE)-LI(E) 


Vì độ bất định 6Ecủa năng lượng thường rất nhỏ nên ta 
F # _ sư lạ) 
có thê viết: ALF=' 8E 
ØE 


Đại lượng p(E)= =. gọ1 là mật độ trạng thái. Như vậy 


ta có: 


€ 


ôr@) _ AT() 
aE 8E 





pŒE) = 


Từ đó ta có: 
AT(E) = p(E)ŠE | | (3.8) 


Trọng số thống kê là đặc trưng rất quan trọng của trạng 
thái vĩ mô. Điều này được nói rõ ở các phần sau. Ở đây chủng 
ta chỉ nhấn mạnh mối liên quan giữa trọng số thống kê và 
trạng thái cân bằng nhiệt động. Đối với hệ cô lập có năng 
lượng xác định trong khoảng [E,E+öEÌtrang thái cân bằng 
nhiệt động là trạng thái có trọng số thống kê cực đại: 

MỸ cà 


Nếu tại thơi điểm t nào đó hệ cô lập chưa cân bằng thì xu 
hướng chắc chắn là sau đó hệ sẽ tiến tới trạng thái cân bằng. 
Trong quá trình này trọng số thống kê sẽ tăng dần tới giá trị 
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cực đại. Như vậy quá trình hệ cô lập tiến tới cân bằng nhiệt 
động là quá trình tăng trọng số thống kê. Ta có thể viết: 


HE ÁÍ” = Äl uy (2.4) 


tœ 


Vì lý do như vậy ta có thể lấy trọng số thống kê làm 
thước đo xác suất tồn tại trạng thái vĩ mô. 
Ký hiệu xác suất nhiệt động học là P, ta có thể viết: 
F ~ÁT (2.5) 


Nếu lấy xác suất nhiệt động học của trạng thái cân bằng 
là 1 thì xác suất nhiệt động học của trạng thái bất kỳ (với 


trọng số thống kê AT) sẽ bằng: 





AF 
pP« (2.6 
- max 


1.2.Liên hệ giữa năng lượng và trọng số thống kê 


Số trạng thái vi mô khả dĩ hay trọng số thống kê là đặc 
trưng quan trọng của trạng thái vĩ mô. Nó phụ thuộc năng 
lượng của hệ. Ỏ đây ta sẽ đánh giá gần đúng mối liên hệ phụ 


thuộc này. 


Mỗi trạng thái lượng tử của hệ được xác định bởi f số 
lượng tử, gọi là bậc tự do của hệ. Mỗi bậc tự do đóng góp phần 
năng lượng s nào đó vào năng lượng E của cả hệ. Chẳng hạn 
nếu ta xét khí lý tưởng đơn nguyên tử, bao gồm Ñ phân tử, thì 


bậc tự do f=3N. Mỗi bậc tự do ứng với xung lượng P, (hành 
phần xung lượng của mỗi phân tử) và động năng e,. Ta có: 


3 
— đị 


” 2m 


Jỏ 


Nếu năng lượng e ứng với mỗi bậc tự do có giá trị cực 
tiêu là se, thì tông số các giá trị khả đi của số lượng tử ứng với 


năng lượng nhỏ hơn hoặc bằng e sẽ có giá trị: 
@(E) = (e—ee)“ | (2.7) 
ở đây œ là đại lượng cỡ đơn vị. 
Hệ có f bậc tự do nên năng lượng của hệ tính từ mức cực 
tiểu E¿ sẽ có giá trị cỡ: 
E-Eo ~ fÍe - sọ) 


Nếu ký hiệu T(F) là số trạng thái vi mô (frgạng thái lượng 


(2.8) 


tử) với năng lượng nhỏ hơn hoặc bằng E, ta có: 


TŒ) ~ [œ(e)|Ï (2.9) 


Như vậy số trạng thái với năng lượng nằm trong khoảng 


[E.E + êE]| có giá trị cỡ: 


(2.10) 


ĐT l 
—~P] 

cœ@ 

2? - ai € ai 
là» 

Đ 1 

8N Ï 


Thay các kết quả trên vào (2.10), ta được: 


AT(E) ~ (e—ea)“1eÏ~}§E 
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Để ý tới (2.8) và (2.7) ta có thể viết: 

AT(E) ~(E-E,)°“f-!1ãE 

Vì œcó giá trị cỡ đơn vị, còn f >> 1 nên œf-1 >šơf. Từ đó 
ta có thể lấy xấp xỉ: 

AT(E) ~ (E-E,)°fäE (2.11) 

Chú ý tới hệ thức AT(E)=p(E)ðE, ta suy ra: 


p(E) ~ (E- Ea)#Ï (2.12) 


Các kết quá (2.11) và (2.12) cho thấy rằng trọng số thống 
kê AI(E)và mật độ trạng thái p(E) là hàm tăng rất nhanh theo 


năng lượng. 


Chúng ta thu được các kết quả (2.11) và (2.12) trên cơ sở 
tính toán gần đúng một cách thô thiển. Thực ra, dạng phụ 
thuộc năng lượng của hàm trọng số thống kê +4I(E) và hàm 
mật độ trạng thái p(E) phức tạp hơn nhiều. Tuy nhiên các kết 
qua nói trên phần ánh đúng về mặt định tính sự phụ thuộc 
của AI' và p đối với năng lượng của hệ. 


Để minh họa các kết quả (2.11) và (2.12) chúng ta hãy 
xét thí dụ sau đây về cách tính trọng số thống kê và mật độ 
trạng thái của khí lý tưởng. 

Việc khảo sát khí lý tưởng đơn nguyên tử dẫn tới giải 
phương trình Shrodinger đối với một phân tử nằm trong vùng 


không gian có thể tích V cho trước. 


Để đơn giản ta lấy vùng không gian là khối lập phương 
cạnh L (hình 4). Ta phải giải phương trình Shrodinger: 


ỏ5 


Hình 4 














¡5 (ạ? ¬9 a3 
ÂỊ 2 Ê C : + y|~» (2.13) 
mm X” Ấy“ ^~ĂẮ << 


với các điều kiện biên: 
\/ =UƯ = 
đn lÌ¿~L ` 


Ww|y_o = W|y-ụ E0 


wW|Ì,.„ =w|,.=0 (2.14.a) 


Nghiệm của bài toán trên là hàm: 


. _. 1n ,„ _ TH1ọ ,„òò_ T1" 
{x, y,Z) = A sin “—L xasin _—ygin———z 
L L L 
ở đây n,,n;,n; là các số tự nhiên lớn hơn hoặc bằng 1, còn A là 
hệ số chuẩn hóa. Phöỏ năng lượng được xác định bằng công 
Lhứt: 
x2nÈ 
Ì 2 5) 9 
ụ„ụ 9 hn‡ +nŠ +nŸ] (2.14.b) 
2mL 


Chỉ số n chỉ tập hợP 3 số nguyên (n;,n;,n;). 





Trang thái lượng tử của hạt được xác định bởi tập hợp 3 
số lượng tử n;,,n;,n;, như vậY bậc tự đo =3. 
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Ta hãy tính số trạng thái lượng tử trong khoảng 
. s +öc]|. Để tính toán dễ dàng ta dựng hệ tọa độ vuông góc 


ba chiều, với ba trục tọa độ n;,n;,n; (xem hình 5). 





0 1 2 3 £ EtỒỐ£ nạ 
Hình 5 

Theo công thức (2.14.b) ta dễ dàng thấy rằng các trạng 
thái lượng tử có năng lượng nhỏ hơn hoặc bằng se sẽ ứng với 
các điểm có tọa độ nguyên dương trong hình cầu bán kính R 
xác định bởi công thức: 
2m17 
x3n? 





VÀ ) 2 
R“ =n{ +nz+ns = E 


Mỗi trang thái, tức là tập hợp ba số nguyên dương n,,n; 
và n, ứng với hình lập phương thể tích 1 (xem hình 4). Như 
vậy, số trạng thái lượng tử ứng với năng lượng trong khoảng 


ỏ/ 


|. + ðồc|sẽ bằng thể tích vùng khóng gian giới hạn bởi hai mặt 
° Và c+öc. Để ý rằng các số n,n;„nạ chỉ nhận các giá trị 
nguyên dương, ta có thể kết luận rằng số trạng thái có năng 
lượng nhỏ hơn hoạc bằng z sẽ bằng 1/8 thể tích hình cầu bán 
kính R: _ 


Như vậy I(e) ~ g2, 
Hàm mật độ trạng thái được xác định như sau: 
6L LỄ 3/2 1/9 
o(e)= 29) - _L—_ (ym}"2, 
C 41” Ïh: 

Chú ý rằng L=V (thể tích của chất khí) ta có thể viết: 

V ức Ẹ 

p() = .Y (sm] “vu (2.15) 
4T“ h 

Như vậy hàm mật độ trạng thái tỉ lệ với e!⁄”. 
Trọng số thống kê ứng với khoảng năng lượng |, e + ö] 


được tính như sau: 


Ý" (sm)?/2e1“2ä; 





Đối chiếu với các hệ thức (2.11) và (2.12) chúng ta thấy 
các kết quả vừa tính được là phù hợp. Thật vậy, ở trên ta kết 
luận rằng hàm mật độ trạng thái phụ thuộc năng lượng dưới 


dạng (xem 2.12): 
p() " (E — BQ)“ 


Đối với phân tử khí lý tưởng f=3. Kết quả (2.15) cho ta 
p(e) ~£!?, Như vậy œ=1/6; tức là con số cỡ hàng đơn vị. 


38 


§2.ENTRÔPI 
2.1.Định nghĩa 
Đại lượng S=klIn +r (2.16) 


gọi là entrôpi của hệ. Hằng số k gọi là hằng số Boltzmann. 
Trong hệ SĨ k có giá trị như sau: 
k=1,3810 ”jun/độ 
Theo định nghĩa trên thì entrôpi tỉ lệ với logarit tự nhiên 
của trọng số thống kê, tức là của số trạng thái vi mô khả dĩ 
ứng với trạng thái vĩ mô của hệ. 
Nếu năng lượng của trạng thái vĩ mô nằm trong khoảng 
[E, E+öE] thì AI là tổng số các trạng thái lượng tử với năng 
lượng E„ thỏa mãn điều kiện: 
Eạ <[E E+8E] 
Với số hạt N và các điều kiện bên ngoài x cho trước, AI 


phụ thuộc vào năng lượng E. Vì vậy entrôpl là hàm của E, x, 
N: 


S=f(E, x,N) (2.17) 
Nói riêng, nếu x=V, ta có: 

S =fŒ, Ÿ, N) 
2.2.Các tính chất 


Căn cứ vào định nghĩa (2.16) ta thấy entrôpi có các tính 
chất sau đây. 


a/ EBntrôpi là đại lượng cộng tính 
Xét một hệ v1 mô nào đó. Nếu chia hệ này thành nhiều 


hệ con (vân là các hệ vĩ mô) thì có thể xem các hệ con vĩ mô 
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này hầu như là độc lập với nhau. Vì lẽ đó, trọng số thống kê 
cua hệ lớn bằng tích trọng số thống kê của các hệ con: 


AT = AI.ATa...ATn 


Từ đó ta suy ra rằng entrôpi của hệ lớn bằng tổng 
entrôpl của các hệ con: 
S=klnAFT = KlnAI +klnATs +...kln AIn 


Ký hiệu S; =kln.A[I; là entrôpi của hệ i, ta có thể viết: 


S=YE: (2.18) 


Như vậy entrôpi là đại lượng có tính chất cộng, hay gọi 
tắt là đại lượng cộng tính. 


b/ Entrôpi là hàm tăng đơn điệu của năng lượng 


Trong Š1 ta đã xác lập hệ thức chứng tỏ trọng số thống 
kê là hàm tăng đơn điệu của năng'lượng: 


AT = p(E)BE ~ (E- E¿)ŸäE 


ở đây f là số bậc tự do của hệ. Theo định nghĩa entrôpi, ta có: 
S=kln AI ~ f£ ln(E - Rao) (2.19) 
Hệ thức (2.19) chứng tỏ entrôpl là hàm tăng đơn điệu 


theo năng lượng. Nếu lưu ý rằng hệ vĩ mô có số bậc tự do rất 


lớn, ta có thể lấy xấp xỉ: 


S=kln AT =klnp+klnồE z kÌnp 


Chính vì vậy ta không lấy làm ngạc nhiên khi thấy trong 
một số sách entrôpi được định nghĩa như sau: 
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S=klnp (2.20) 


c( Trong trạng thái cân bằng nhiệt động entrôpi 


ha ˆ ˆ ˆ + ..z " . 
của hệ cô lập có giá trị cực đại 


Trước đây ta đã khẳng định rằng trạng thái cân bằng 
nhiệt động của hệ cô lập ứng với năng lượng nhất định là 
trạng thái trong đó trọng số thống kê có giá trị cực đại. Vì 
entrôpi Š và trọng số thống kê AI liên hệ với nhau theo hệ 
thức SŠ =klnAI' nên khi AI cực đại thì S cũng cực đại. Như 


vậy,trong trạng thái cân bằng nhiệt động ta có: 
= ÁN (2.21) 
Theo định nghĩa, xác suất nhiệt động học P là đại lượng 
liên hệ với AI theo hệ thức: 


AI 
AI max 


H« 





Từ hệ thức này và hệ thức § = kÌn AI ta suy ra: 


S~Đmax 
P=e R tN..) 


trong đồ Đmax = kÌn Alimax: 

d/ Định luật tăng entrôpi của hệ cô lập. 

Xét một hệ vĩ mô cô lập, tức là hệ vĩ mô không tương tác 
với bên ngoài. Giả sử tại thời điểm t, hệ chưa cân bằng nhiệt 
động. Ký hiệu AI, là trọng số thống kê tại thời điểm đó, rõ 
ràng ta có: 


L “`. 
trong đó Almaylà trọng số thống kê ứng với trạng thái cân 


bằng nhiệt động. 
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Thực tế chứng tỏ rằng nếu lúc đầu hệ cô lập chưa cân 
bằng thì quá trình tiếp theo xảy ra trong hệ là quá trình 
chuyển từ trạng thái nhiệt động này sang trạng thái nhiệt 
động khác với trọng số thống kê tăng lên. Vì S=klnAT nên 
đây cũng là quá trình tăng entrôpl. Như vậy quá trình hệ cô 
lập tiến tới cân bằng nhiệt động là quá trình tăng entrôpl. Đó 
là nội dụng định lý tăng entrôpi. Ta có thể viết hệ thức sau 
đây để biểu diễn biến thiên entrôpi của hệ cô lập trong quá 
trình tiến tới cân bằng: 


AS >0 (5.58) 


Nếu lúc đầu hệ cô lập đã cân bằng tức là entrôpi đã cực 
đại, thì giá trị của entrôpi không thay đổi nữa. Như vậy, nói 
chung đối với hệ cô lập ta có thể viết: 

AS>0 

Cần đặc biệt lưu ý rằng hệ thức (2.23) có ¡ghia là entrôpi 
của cä hệ tăng, chứ tuyệt nhiên không có nghĩa là entrôpi của 
từng bộ phận của hệ phải tăng. Giả sử hệ vĩ mô gồm hai phần 
[ và II với entrôpi là S§; và §;. Theo tính chất a/ ta có: 

S=Ñ¡†+S; 
Điều kiện AS >0 cho ta: 
AS1 + AS› >0 

Điều này có nghĩa là entrôpi của bộ phận nào đó vẫn có 

thể giảm miễn sao entrôpi của các bộ phận khác phải tăng bù 


trừ sao cho entrôpi của ca hệ tăng. 
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§3.NHIỆT ĐỘ 

3.1.Sự phân bố năng lượng giữa các hệ cấu thành 
hệ cô lập 

Việc khảo sát sự cân bằng nhiệt động của một hệ vĩ mô 
nào đó với các hệ khác có thể được qui về việc khảo sát trạng 
thái cân bằng nhiệt động của hệ lớn cô lập bao gồm các hệ 
con. Vì vậy, nghiên cứu sự phân bố năng lượng giữa các hệ 
cấu thành hệ cô lập có ý nghĩa quan trọng. Trong trạng thái 
cân bằng nhiệt động năng lượng của hệ cô lập phân bố như 
thế nào giữa các hệ thành phần ? Câu trả lời ở đây thật đơn 
giản: năng lượng sẽ được phân bố sao cho trọng số thống kê 
của cả hệ lớn đạt giá trị cực đại (hoặc entrôp: đạt cực đại). 

Xét hệ cô lập, bao gồm hai hệ 1 và 2 (xem hình 6). Ký 
hiệu E¿ là năng lượng của hệ lớn ; E; và E; lần lượt là năng 
lượng của hệ 1 và hệ 2. Ta có: 

Bo = Eị +Ra = const (2.24) 


T 


(với độ chính xác ðE) 


Hình 6 
Trong số thống kê của hệ lớn bằng tích trọng số thống kê 
của các hệ con: 
AT = AT,(Eq)ATs(Es) 
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Vì E; và E; liên hệ với nhau theo hệ thức (2.24) nên ta 


có: 


ÂI = AT(ŒEn )ATs(Eo - En) 


AI 


—>Al, 


Hình 7 


Như vậy, mặc dù năng lượng E, của ca hệ cô lập là hằng 
số, song trọng số thống kê của hệ còn phụ thuộc vào E; (hoặc 
E;), tức là phụ thuộc sự phân bố năng lượng giữa hai hệ con. 
Khi E, (hoặc E;) thay đổi thì trọng số thống kê AI' của cả hệ 
thay đổi như thế nào ? Như chúng ta đã biết, trọng số thống 
kê là hàm tăng nhanh của năng lượng. Khi E; tăng thì AI, 
tăng nhanh, đồng thời AT; lại giảm nhanh. Trọng số thống kê 


AI của cả hệ cô lập là tích của hai hàm: một hàm tăng nhanh 
và một hàm giảm nhanh theo E,. Vì lẽ đó, tất yếu phải tồn tại 
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giá trị E; nào đó, ta ký hiệu là E¡, mà ở đó trọng số thống 
kê đạt giá trị cực đại (hình 7). Khi Ei=Eq, ta có: 
AF' = AIi(Et)ATs;(Eo -H,)=max, vì S = kInAT nên khi AT 
cực đại thì S cũng cực đại. Ta có: 


S =8¡(F4)+S§;(Eo - E¡) = max (2.25) 


Như vậy, với cách phân phối năng lượng E¡ = E) và 
bạ = Eọ - Eị thì entrôpi của cả hệ sẽ cực đại, tức là hệ cô lập 
nằm trong trạng thái cân bằng nhiệt động. 

3.2.Nhiệt độ tuyệt đối 

Điều kiện (2.25) là điều kiện cân bằng nhiệt động của hệ 
cô lập có năng lượng Ea=const. 


Từ điều kiện (2.3B) ta có: 











GE\ Ei=E; GBR› đEn Ei=Ei 
_. .„ Ca AC . 
Mặt khác, vì Es = Eo - Eị nên am = -1l. Từ đó ta có: 
211 
c5 _ đa 
SEn E,=E; 20”) E,=E, 








Ký hiệu la = lo -Ö là giá trị năng lượng của hệ 2 khi 
hệ 1 và hệ 2 cân bằng nhiệt động với nhau, ta có: 


Ø5; 


eE, 


ốS, 


———— 


đE, 





(2.26) 








E,=E, E„=E¿ 
Ta đưa vào khái niệm nhiệt độ tuyệt đối của hệ vĩ mô 
trong trạng thái cân bằng nhiệt động: 


T=.— (2.27) 
S5lg=E 


Điều kiện (2.26) có nghĩa là khi hệ 1 và hệ 2 cân bằng 
nhiệt động với nhau thì chúng phải có nhiệt độ bằng nhau: 
1ị=ÏI, (2.28) 


Bằng cách tương tự, nếu chia hệ cô lập thành nhiều bộ 
phận (mỗi bộ phận vẫn là một hệ vĩ mô) thì chúng ta sẽ đi tới 
kết luận: trong trạng thái cân bằng nhiệt động, nhiệt độ tại 
mọi điểm của hệ vĩ mô phải như nhau. 


3.3.Các tính chất của nhiệt độ tuyệt đối 


Từ định nghĩa (2.237) ta dễ dàng thấy rằng nhiệt độ tuyệt 
đối có những tính chất sau đây. 


gỉ T7» 


Từ định nghĩa T= ha và hệ thức: SŠ = klÌn AT ta có: 





E=E 
1 1| _ êInaTr) 
KT kô@ELz 2E |; 








Vì trọng số thống kê aAr là hàm tăng nhanh của năng 
lượng nên InAI'` là hàm không giảm của năng lượng. Nói cách 
khác ta có: 





Hằng số Boltzmann k>0: do đó: 


1EŨ (2.29) 
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b/ Nhiệt độ tuyệt đối liên hệ với năng lượng trung bình 
cho một bậc tự do. 


Ta đã thấy rằng trọng số thống kê liên hệ với năng lượng 
tính từ mức cực tiểu theo hệ thức: 


AT{E) ~ (E- Eạ)Ÿ 


ở đây Eo là mức năng lượng cực tiểu, còn f là số bậc tự do của 
hệ. Từ hệ thức này ta suy ra: 


In AI ~ fln(E — E,„) 


Theo định nghĩa nhiệt độ tuyệt đối, ta có: 


ray) _" : 
kT @E F=E E-Eo 





Từ đó suy ra: 


(2.30) 


Như vậy, nhiệt độ tuyệt đối tỷ lệ với năng lượng trung 
bình của hệ (kế từ mức cực tiểu) tính cho một bậc tự do. 
Từ hệ thức (2.26) và điều kiện T 2 0 suy ra: 


ki >0 (2.31) 


ôE 
Điều này có nghĩa nhiệt độ là hàm tăng đơn điệu theo 
năng lượng. 

3.4.Sự truyền nhiệt lượng khi hai vật tiếp xúc với 
nhau 


Giả sử ta có hai vật với nhiệt độ là T; và T;.Khi chưa tiếp 
xúc mỗi vật đều ở trong trạng thái cân bằng, nhưng ngay sau 
khi tiếp xúc nhiệt thì trạng thái của cả hệ lớn chưa phải là 
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cân bằng, bởi vì hai hệ con có nhiệt độ khác nhau. Sau khi 
tiếp xúc hai vật sẽ trao đổi năng lượng, tức là có sự phân phối 
lại năng lượng để hệ lớn đạt tới cân bằng. Đây là quá trình 
tăng entrôpi của cả hệ. Ký hiệu S§ là entrôpi của cả hệ, E; và 
E,; là năng lượng của hai vật, AE, và AB, là biến đổi năng 
lượng của hai vật, ta có: 


=——— kh TRE AE >0 (2.39) 


A@ 


liệt dì” 
Vì entrôpl là đại lượng cộng tính nên ta có: 
S =8,(E)) + S;(E;.) 
Ký hiệu Eạ=EB; + Bạ, ta có: 
5 =8;(E¡ + S;(EoT— E)) 


Ta có thể viết lại (2.32) như sau: 





. xn"N . (2.33) 
ôE, 6Bạ 
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Theo định nghĩa nhiệt độ tuyệt đối, ta có: 








C5 1 
8E, Tị 
65; _ 1 
ZE„ Tụ 


Bây giờ ta có thể viết lại (2.33) dưới dạng: 


k.Á. AEn >0 
T"Ð Tụ 


Khi không có công cơ học thì năng lượng trao đổi chính 
là nhiệt lượng, vì vậy cho nên ta có: AE; =AQ;. 


Như vậy trong quá trình hai vật trao đổi nhiệt lượng ta 
có hệ thức: 


lÌ 1 
———— |A >0 (3.34 
l§ ~) sỉ 


Từ (2.34) ta thấy rằng nếu T,>T, thì AQ¡ <0 (cật 1 mất 
nhiệt) Ngược lại, nêu lúc đầu T,<T; thì AQ; >0 (cát 1 fhu 
nhiệt). Ta có thể kết luận ngắn gọn như sau: khi hai vật tiếp 
xúc nhiệt lượng truyền từ vật nóng hơn sang vật lạnh hơn. 

3.5 Biến thiên của entrôpi khi trao đổi nhiệt 

Xét quá trình hệ vĩ mô chuyển từ trạng thái cân bằng với 
năng lượng E sang trạng thái khác với năng lượng E+ò@Q. 
Trong quá trình này hệ thu nhiệt lượng öQ. Ta giả thiết rằng 
äQ_ rất nhỏ. Vì vậy nhiệt độ của hệ hầu như không thay đổi 
cho nên lượng biến thiên của entrôp1 trong quá trình nói trên 
là: 

dS =S(E +ö@) - 5Œ) 
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Vì Q rất nhỏ, ta có thể viết: 


d8 = ^ sQ 
@E 
Mặt khác, ni = &. do đó ta có: 
NM T7 
Ồ 
ds -„ 8 (2.35) 
T 


Cần nhấn mạnh rằng hai trạng thái với năng lượng E và 
B+ềQ đều là những trạng thái cân bằng nhiệt động, do đó ta 
mới có hệ thức (2.35). Điều này có nghĩa là kết quả (2.35) chỉ 
diễn tả biến thiên của entrôpi trong một vi quá trình cân 
bằng, tức là quá trình chuyển từ trạng thái cân bằng này 
sang quá trình cân bằng khác với lượng biến thiên rất nhỏ của 
năng lượng. Đối với quá trình cân bằng từ trạng thái 1, sang 
trạng thái 2, khi biến thiên năng lượng không phải là nhỏ, ta 
CÓ: 


‹ 


=>: 


s (2.36) 


H8 = | — 
T 


— X——© 


Nếu quá trình không phải là cân bằng, tức là không phải 
bao gồm một chuỗi liên tiếp các trạng thái cân bằng, thì ngoài 
sự biến thiên entrôpi do thu hoặc mất nhiệt còn có biến thiên 
của entrôpi, liên quan tới quá trình tự tiến tới cân bằng. Vì lẽ 


đó, đối với quá trình bất kỳ ta có: 


öQ 

dS > — (2.37) 
”U 
9 ¬ 

AS > KẰc (2.38) 
LÝ 


Các bất đẳng thức (2.37) và (2.38) trở thành đẳng thức 
khi quá trình biến đổi trạng thái là quá trình cân bằng. 

Nếu quá trình là cân bằng và đoạn nhiệt (ồQ =0) ta có 
thể chứng minh entropi là bất biến, tức là dS=0. Điều này liên 
quan đến định luật II của nhiệt động học. 


Chương III 
QUAN HỆ CỦA NHIỆT ĐỘNG HỌC VỚI 
VẬT LÝ THỐNG KÊ 


§1. NHIỆT ĐỘNG HỌC VÀ VẬT LÝ THỐNG KÊ. CÁC 
ĐẠI LƯỢNG NHIỆT ĐỘNG VÀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 
THỐNG KÊ 

Mục đích của nhiệt động học là khảo sát các tính chất 
cua trạng thái vĩ mô và các quá trình thay đổi trạng thái vĩ 
mô. Trạng thái vĩ mô được đặc trưng bởi các tham số vĩ mô. 
Các tham số vĩ mô này được gọi là các tham số nhiệt động hay 
các đại lượng nhiệt động. Như vậy, cũng có thể nói rằng, nội 
dung của nhiệt động học là khảo sát mối liên hệ giữa các đại 
lượng nhiệt động và các qui luật chi phối sự biến đổi của các 
đại lượng nhiệt động đó khi hệ chuyển từ trạng thái nhiệt 
động này sang trạng thái nhiệt động khác. Theo quan điểm 
cua vật lý thống kê các tham số vĩ mô mô tả trạng thái vĩ mô 
của hệ chẳng qua là giá trị trung bình thống kê của các đại 
lượng vật lý tương ứng. Vật lý thống kê cho phép tính được 
các giá trị trung bình thống kê đó thông qua phương pháp 
thống kê, mà nội dung cơ bản của phương pháp này là nếu ta 
biết được xác suất của các trạng thái vi mô thì các giá trị 
quan sát được của các tham số vĩ mô được tính như giá trị 
trung bình của chúng theo các trạng thái vị mô. Như vậy xét 
về mặt nguyên tắc, vật lý thống kê cũng cho phép xác lập mối 
liên hệ giữa các đại lượng nhiệt động và các qui luật chi phối 


sự biến đổi của các đại lượng nhiệt động đó khi hệ chuyển từ 
trạng thái nhiệt động này sang trạng thái nhiệt động khác. 
Đây chính là mảng kiến thức chung thể hiện mối quan hệ của 
nhiệt động học với vật lý thống kê mà những điểm ‹øơ bản của 
nó sẽ được xem xét ở chương này. 


Trong các đại lượng nhiệt động có những đại lượng mà 
cùng với ý nghĩa nhiệt động có cả ý nghĩa cơ học thuần tuý, 
chăng hạn như năng lượng, thể tích. Tuy nhiên cũng có 
những đại lượng xuất hiện do chính kết qua của những qui 
luật thống kê thuần tuý, và nói chung nó không có ý nghĩa 
khi áp dụng vào những hệ không phải vĩ mô, chẳng hạn như 
entrôpi. Lại có những đại lượng được định nghĩa như là tổ hợp 
của một số đại lượng nhiệt động khác và có ý nghĩa vật lý 
tương tự như thế năng trong cơ học và có tên gọi là thế nhiệt 
đọng, chẳng hạn như thế nhiệt động hàm nhiệt, thế nhiệt 
động năng lượng tự do, thế nhiệt động Gibbs,..... ở Các 
chương trước ta đã xem xét một số đại lượng nhiệt động như 
năng lượng (nội năng), entrôpl, nhiệt độ.,..... Trong chương 
này ta sẽ tiếp tục xem xét các thế nhiệt động, mối liên hệ 
giữa các đại lượng nhiệt động và các qui luật chi phối sự biến 
đổi của chúng. 


52. HÀM NHIỆT, NĂNG LƯỢNG TỰ DO VÀ CÁC 
THẾ NHIỆT ĐỘNG 


2.1.Hàm nhiệt 


Nếu trong một quá trình thể tích của vật không đổi thì 
dQ=dE, nghĩa là nhiệt lượng mà vật thu được bằng độ biến 
thiên năng lượng của nó. Còn nếu quá trình xẩy ra khi áp 


suất không đổi, thì nhiệt lượng có thể được viết dưới dạng vi 
phân. 


dQ = d(E + PV) =dW (3.1) 
cua đại lượng nào đó: 
W-=E+PV (3.2) 


gọi là hàm nhiệt (còn gọi là entanpi) của vật. Do đó biểu thức 
của hàm nhiệt trong những quá trình xây ra khi áp suất 
không đổi bằng nhiệt lượng mà vật thu được. 


Dễ dàng tìm thấy vi phân toàn phần của hàm nhiệt. 
Đặt đE = TdS - PdV vào dW = đdE + PdV +VdP, ta có: 
dW =TdS + VdP (3.3) 


Từ đó rút ra: 


r-S] v:ÍSI (3.4) 
CS jp ẾP js 


Nếu vật là cách nhiệt (ta lưu ý rằng điều đó hoàn toàn 
không có nghĩa là vật là kín) thì dQ = 0 và từ (3.1) suy ra 
rằng, trong những quá trình xảy ra với vật cách nhiệt khi áp 
suất không đổi thì: 





W = const (3.5) 
nghĩa là hàm nhiệt của nó được bảo toàn. 


Dưa vào hệ thức dE = TdS - PdV, nhiệt dung Cy có thê 
viết dưới dạng: 


eE 
Si. (3.6) 
k l5), 


Một cách tương tự; đối với nhiệt dung C; ta có: 





c =Í) (3.7) 
ếT jp 


Như vậy ta thấy rằng, với áp suất không đổi hàm nhiệt 
có những tính chất tương tự như những tính chất mà năng 
lượng có khi thể tích không đổi. 


2.2. Năng lượng tự do và các thế nhiệt động 


Công sản ra trên vật khi biến thiên đẳng nhiệt thuận 
nghịch vô cùng bé trạng thái của nó, có thể viết dưới dạng 
một vi phân của một đại lượng nào đó: 


dA = dE - dQ = dE - Td§ = d(E - TS) 
hoặc: 

đdA = dF, (3.8) 
trong đó: 

F=E-TS (3.9) 


là một hàm mới của trạng thái của vật được gọi là năng lượng 
tự do. Như vậy, công sản trên vật trong một quá trình đẳng 
nhiệt thuận nghịch, bằng độ biến thiên năng lượng tự do của 
nó. 
Ta tìm vi phân của năng lượng tự do.Thay dE =TdsS - 
PdV vào trong dF = đE - TdŠ - SdT, ta thu được: 
dF = - SdT - PdV (3.10) 


Từ đó ta suy ra đẳng thức: 


s--(#) ,„..(#) Gán 
ấT Jy êV j„ 


Dùng hệ thức E = F + TS ta có thể biểu thị năng lượng 
qua năng lượng tự do dưới dạng: 


2F 2( ê F 
S=F- m =-T ai - 3.12 
lộ, ` 2T Tjv pH 


Nếu biết một đại lượng hào đó trong các đại lượng E, W, 
hoặc F (như hàm cúa hai biến số tương ứng) và lập các đạo 
hàm riêng của nó, ta có thể xác định được tất cả những đại 
lượng nhiệt động còn lại. Cũng vì nguyên nhân đó người ta 
thương gọi các đại lượng E, W, F là những thế nhiệt động 
(tương tự uót thế cơ học) hoặc là những hàm đặc trưng: năng 
lượng ứng với các biến số S, V, hàm nhiệt W ứng với S, P, 
năng lượng tự do F ứng với V, T. 

Ta còn chưa có thế nhiệt động ứng với các biến số P, T. 
Để nhận được thế đó, ta thay vào trong (3.10), PdV = d(PV) - 
VdP và đưa d(PV) về vế bên trái ta có: 


d¿ = -SdT + VdP, (3.13) 
trong đó ta đã đưa vào một hàm mới: 

 =E-TS+PV = F- PV - W-TS (3.14) 
được gọi là thế nhiệt động Gibbs. 


Từ (3.13) ta có các đẳng thức: 


lu ôÈ 
ï.... Vƒ=Ì—- ö.15 
: HỆ l5), x_-. 


Hàm nhiệt được biểu thị qua $¿ cũng tương tự như năng 


lượng E được biểu thị qua E: 


eÒ s( ề 3 
— — — ==T —._— 
„ ỳ 1n), lái P 


§3. CÁC HỆ THỨC GIỮA CÁC ĐẠO HÀM CỦA 
NHỮỪNG ĐẠI LƯỢNG NHIỆT ĐỘNG 


Trong thực tiễn các cặp biến số nhiệt động T,V và T,P là 
những đại lượng thông dụng và thuận tiện nhất. những cặp 
biến số đó thường được chọn làm những cặp biến số độc lập. 
Do đó ta cần thiết phải biến đổi những đạo hàm khác nhau 
của những đại lượng nhiệt động sang các biến số khác,cả 
những biến số độc lập lẫn những biến số không độc lập. 


Nếu với V và T như những biến số độc lập thì để thuận 
tiện, các kết quả của phép biến đổi có thể diễn tả qua áp suất 
P và nhiệt dung Cy (như các hàm V và T). Người ta gọi 
phương trình liên hệ giữa áp suất thể tích và nhiệt độ với 
nhau là phương trình trạng thái của vật đã cho. Như vậy, 
những công thức, mà ta nói đến ở đây, là cần để tính các đạo 
hàm khác nhau của những đại lượng nhiệt động theo phương 
trình trạng thái và nhiệt dung Cy. 


Một cách tương tự, khi chọn P và T làm những biến số 
độc lập, các kết quả của phép biến đổi phải được diễn tả qua V 
và C; (như là hàm của P và T). 


Khi đó ta cần nhớ rằng chính sự phụ thuộc của Cy vào V 
hoặc C; vào P (nhưng không phải uào nhiệt độ) có thể được 
xác định theo phương trình trạng thái. Thực vậy, dễ thấy 


v 


ằng đao hà ẠC 
àm 
răng đạo Et 





| có thể biến đổi về dạng mà trong đó nó 
T 


Á ề 
được xác định theo hàm P(V,T). Ap dụngS = KẾ) -_ ta CÓ: 
V 


+) 


^ ^2 2 2 
—Ị --.€S_ m.ểF _ nể k4 














` ` » GF 2%. 
và vì rằng |. ] = -P ta thu được công thức phải tìm: 
V 








êCv êZ 
| ` | ` | (3.16) 
®¿ T ốT V 
Tương tự như vậy ta tìm thấy công thức: 
ôC ó7 
k3 =-T k — (8.17) 
ØP jm ốT” jp 


Ta sẽ chứng minh bằng cách nào có thể biến đổi một số 
những đạo hàm nhiệt động thường gặp nhất. 


Đạo hàm của entrôpi theo thể tích hoặc áp suất có thể 
tính theo phương trình trạng thái nhờ các công thức sau đây, 
các công thức này trực tiếp suy ra từ các biểu thức của các vi 
phân những đại lượng nhiệt động. 


Ta có: 
Ã. NT. “n 
ØV jm ØV\ØT)v ổT\Øl' }+ 
hoặc: 
Kì "l5 (3.18) 
ØV jm ỐT }v 


Tương tự như vậy: 


Du in) 
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3 | 
l3] - 1 (3.19) 
ðPjJ„  (ØTjb 
Dựa vào đẳng thức dE=TdS - PdV ta tính được đạo hàm 


§m); 


8).-(8)¬ 


hoặc, thay (3.18) vào: 


SE @P 
—-| = l]—| -P 3.20 
mì, "XI, 3.20 
Tương tự như vậy có thể tìm các công thức sau đây: 


s --1 TS) (3.21) 

APj,Ò 2 (ðTjp (6P), 

5) ¬8).¬(E 

K3 =V -TÌ (5.53) 
T €T/p 








TỊ | eP 
—— | =Ñw IS (3.93) 
V ếT V 


Cuối cùng ta thử xem bằng cách nào có thể tính nhiệt 
dung Cy theo nhiệt dung C; và phương trình trạng thái khi 


dùng T và P là những biến số độc lập. Vì rằng Qự = E3 
V 


S9 


sang 
V 


những biển số độc lập khác. Muốn thực hiện một phép biến 
đổi loại đó đơn giản nhất ta dựa vào Jacôbiên. 


6Ð 6 s° “Z5 „ ` : ' lô) 
cho nên ở đây ta nói về phép biến đổi đạo hàm E) 








Ta viết: 
&(S, V) 
â§` ô(S, V) ð(T,P 
vu 1T] s'P nữ toa 
về (arj, 'am>.V) e{T.V 
ô(T, P) 
212), 2); „ „(2b) 
2) — [8 
ẽP j+ êP j„ 


theo phương trình trạng thái của vật và nhiệt dung của nó. 


Thay (3.19) vào đây, ta có công thức phải tìm: 
3) 

| 

—?. (3.24) 
ãP )„ 


^ ~“ *® AZ“ ở» ô&S + . A“ 
Tương tự như vậy, nêu biến đôi Cp= (2) sang các biên 
F 


Cụ =Dy ==T 


số T, V, ta có thể thu được công thức: 
EÌÌ 

ốT /v 
lm) 

êV 





(3.25) 
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š GP , ... x3 cai. xử %4 
Đạo hàm E3 luôn luôn âm - khi vật giãn đăng nhiệt 
êV ) 
áp suất của nó luôn luôn giảm. Vì vậy từ công thức (3.25) ta 
suy ra rằng, đối với mọi vật: 


C.„>Ö, (3.26) 


Trong sự giãn (hoặc co) đoạn nhiệt của vật entrôpl của 
nó luôn luôn không đổi. Vì vậy mối liên hệ giữa nhiệt độ, thể 
tích và áp suất của vật trong quá trình đoạn nhiệt được xác 
định bằng những đạo hàm khác nhau chúng ta được lấy khi 
entrôpi không đổi. Ta hãy rút ra các công thức cho phép tính 
những đạo hàm này. 


Đối với đạo hàm của nhiệt độ theo thể tích, khi chuyển 
sang những biến số độc lập V, T, ta có: 


„NHI 





ØV 











Kì : "sc] (3.27) 
Tương tự như vậy ta tìm thấy công thức: 
H “&c [rJ (3.28) 
ðPjs Cy\ốTjp 


Từ những công thức đó ta thấy rằng nếu hệ số giãn 


nhiệt: Kì là dương (âm), thì khi giãn đoạn nhiệt, nhiệt độ 
P 
của vật hạ xuống (tăng lên). 


G1 


Tiếp theo, ta tính độ eo đoạn nhiệt IS) của vật. Ta 

















5 
viết: 
ô(V,S) Eì 
lS] _ê(V,S)_ 2(V,T) a(V,T)_\ZT v(x 
ổPjs ê(P,S) @{P,S ki) ðP j, 
ô(P,T) ØTjp 
hoặc 
S]- .=t mai (3.29) 
đPj« CpðP 


Từ đó do bất đẳng thức CP > CV ta suy ra rằng về giá trị 
tuyệt đối độ co đoạn nhiệt luôn luôn bé hơn độ co đẳng nhiệt 


Ta có thể thu được từ (3.29) các hệ thức sau đây, nếu 
dùng các công thức(3.24-3.25): 


(E)-8)-2J_ — s» 


2 
(#)-(E\-3G]} — sẽ 


54. QUÁ TRÌNH JOULE - THOMSON 


Ta xét một quá trình trong đó khí (hơy chất lỏng) ở dưới 
áp suất P1, chảy một cách dừng vào một cái bình mà ở đó áp 
suất của nó là P2. Quá trình dừng có nghĩa là trong suốt quá 
trình các áp suất P1 và P2 vẫn không đổi. Một cách sơ lược, ta 
có thể trình bày quá trình đó như là sự chuyển của một luồng 
khí qua một cái vách xốp, thêm vào đó sự không đổi của áp 
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suất ở hai bên của vách được đảm bảo bằng một cái pittông đi 
vào và một cái pittông đi ra. Nếu các lỗ trong vách đủ bé thì 
vận tốc chảy vĩ mô của khí có thể coi bằng không. Ta cũng sẽ 
gia thiết rằng khí được cách nhiệt với môi trường ngoài. 


Quá trình vừa mô tả gọi là guớ trình Joule - Thomson. 
Ta nhấn mạnh rằng quá trình đó là không thuận nghịch điều 
đó ta thấy ngay từ sự có mặt của vách có những lỗ bé, vách 


này tạo nên ma sát lớn làm triệt tiêu vận tốc của khí. 


Giả thử một lượng khí nào đó, chiếm thể tích Vị có áp 
suất P¡, chuyển (cách nhiệt) sang một thể tích V; và áp suất 
trở thành P;. Độ biến thiên năng lượng E;- E; của lượng khí 
đó sẽ bằng công sản ra trên khí để đẩy nó ra từ thể tích V1 
(công này bằng P,V,), trừ cho công được sản ra bởi chính khí 
đó để nó chiếm thể tích V;ạ với áp suất P; (công này bằng 
P,V,). Như vậy, ta có B;ạ- E = P;V;- P;V;, nghĩa là: 


B.+tP¿Vị= E,+P›ŸV; 
hay là: 
W,=W; (3.32) 
Như vậy trong quá trình jJoule - Thomson hàm nhiệt của 
chất khí được bảo toàn. 


Sự biến thiên nhiệt độ khi áp suất biến thiên nhỏ do quá 


^“ 


trình Joule - Thomson được xác định bởi đạo hàm l3) , lấy 
W 


khi hàm nhiệt không đổi. Biến đổi đạo hàm đó bằng cách 


chuyển sang những biến số độc lập P, T, ta có: 
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ĐÁ - ÂTW)_ &P.D _ \êTjr 
w Ấ&(P,W) êP,W)_- K3 
P 


6(P, T) ỚT 


2(T,W) l3] 
ýN 





từ đó nhở các công thức(3.7) và (3.22),ta được: 


T) 
E _ 1_ TL) _V (3.33) 
2PJ„ Cp| (ếTj, 
Sự biến thiên của entrôpi được xác định bằng đạo hàm 


l . Từ hệ thức dW = TdS + VdP viết dưới dạng 
CÍ /W 


đã= A _Tưụ ta CÓ: 
Ty mT 
aS V 
—Í m—— 3.34 
l2) ˆ~n (8.80 


Đại lượng đó luôn luôn âm, đó là điều cần phải có ở vịiêc 
chuyển một chất khi đến một áp suất bé hơn bằng một quá 
trình bất thuận nghịch dJoule -Thomson kéo theo sự tăng 
entrôp!. 

Ta hãy nói vài lời về quá trình của một chất khí lúc đầu 
ở một trong hai bình thông nhau, giãn sang bình thứ hai: hiển 
nhiên quá trình đó không phải là dừng và áp suất ở cả hai 
bình đều biến đổi cho đến khi chúng bằng nhau. Trong sự 
giãn như vậy của một chất khí vào chân không, năng lượng 
của nó được bảo toàn. Nếu do kết quả của sự giãn, thể tích 
tổng cộng chỉ biến đổi rất ít, thì sự biến thiên nhiệt độ được 

. ẾT \: x ï , : 
xác định bằng đạo hàm lm)- Nêu trong đạo hàm đó chuyên 


sang các biến số độc lập V, T, ta thu được công thức: 
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đT 1 GP 
Ö—Ð PP —,. — | 
tÌÌ Cụ | 15) | ” 


Đối với sự biến thiên của entrôpi ta có: 
Kì _* 3.36 
Pu TỈ syu 


Như vậy, entrôpi tăng lên khi giãn, nghĩa là khi V tăng. 


§5. CÁC BẤT ĐĂNG THỨC NHIỆT ĐỘNG 


Cho đến nay khi rút ra những điều kiện cân bằng nhiệt 
từ điều kiện cực đại của entrôpi ta chỉ xét những đạo hàm bậc 
một của nó. Khi đòi hồi các đạo hàm theo năng lượng và thể 
tích phải bằng không, ta đã thu được các điều kiện cân bằng 
là những điều kiện để nhiệt độ và áp suất của tất cả những 
phần của vật phải bằng nhau. 


Tuy nhiên điều kiện về những đạo hàm bậc một bằng 
không chỉ là điều kiện cần của cực trị và nó không bảo đảm 
rằng đúng là entrôpi có cực đại. Để làm rõ những điều kiện 
đủ, như đã biết, ta cần khão sát đạo hàm bậc hai. 


Tuy nhiên việc khảo sát này có thể tiến hành một cách 
thuận lợi hơn nếu ta không xuất phát trực tiếp từ điều kiện 
cực đại của entrôpi của hệ kín mà từ một điều kiện khác 
tương đương với nó. Ta tách ra một phần bé (nhưng 0u mô) từ 
vật được xét. Đối với phần đó: có thể xem những phần còn lại 
. vật như môi trường ngoài. Khi đó, như ta đã thấy ở tiết 
trước, có thể khẳng định rằng khi có cân bằng đại lượng sau 
đây có cực tiểu. 


E - TọŠ + PạV 
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trong đé E là năng lượng và § là entrôpi và V là thể tích của 
phân đã cho của vật, còn Tạ và Pạ là nhiệt độ và áp suất của 
môi trưởng, nghĩa là của những phần còn lại của vật. Hiển 
nhiên T; và P, đồng thời cũng là nhiệt độ và áp suất của vật 
đương xét trong trạng thái cân bằng. 


Như vậy, với mọi sai lệch nhỏ bất kỳ khỏi trạng thái cân 
bằng, độ biến thiên của đại lượng E - TạS + PạV phải là dương, 
nghĩa là: 

BE - TọðS + PạôV >0 (3.37) 

Ta có thể nói cách khác rằng công cực tiểu mà vật phải 
tiêu hao để đưa ra phần vật đã cho từ trạng thaí cân bằng về 
một trạng thái bất kỳ nào gần đó, phải là dương. 

Sau này trong tất ca nhưng hệ số ở các độ lệch của 
những đại lượng nhiệt động, so với những giá trị cân bằng, ta 
sẽ bỏ các chỉ số không, ngụ ý chỉ các giá trị cân bằng. 


Khai triển ðE thành chuỗi (xem E là hàm của S và V) với 
độ chính xác đến một số hạng bậc hai, ta sẽ thu được : 








3 2 3 
BE laÐ+  sV+l| 2 Seg?+ng.C ^ suv+ ——wv9 
êS êV . 2|ag? êS êV av2 
@E ØE ( TU IN ca " s l 
Nhưng Mu về -P, vì thê nên những sô hạng bậc 


một ở đây bằng TŠS - PöV và khi thay ồE vào (3.37) chúng sẽ 
giản ước với nhau. Như vậy ta thu được điều kiện: 








lv... 2r s2 : 
Ê BạSg?,a2_Ê E asaV+-6V2>0 (3.38) 
2 ôâSêV ồV“ 


Như đã biết, để có bất đẩng thức đó với ồS§ và ðV tuỳ ý 


cần phải có hai điều kiện: 
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T ng (3.39) 
aSŠ 
gỗ gr gố ăy, YẾ 
ãS? av? (282V | 
2 
Đối với Ÿ” ta có: 
aSZ 
ô”E, -Í§) —W 
eSZ ‹ 2S V CV 


Vì vậy, điều kiện (3.39) có dạng s—?0 và vì T> 0 cho 
V 


Cvy>0 (3.41) 


nghĩa là nhiệt dung đẳng tích luôn luôn dương. Có thể viết 
điều kiện (3.40) dưới đạng Jacôbiên: 


1ẽ),()], 


a(S. VÌ 
› &(T,P) 2 °_ xố. li. ă .. 
hay là “Tà 0, chuyên sang các biên số T và V, ta có: 








ð{TP} ðỊTV) VŸŸ “cÍm] 
ê(S.V) ô(SV) (asì Cv\2Vjr 
ô(T.V) (aTjv 


Vì rằng Cy > 0 bất đẳng thức trên tương đương với điều 


kiện: 


lv] ". (3.42) 
T 
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nghĩa là sự tăng lên của thể tích khi nhiệt độ không đổi luôn 
luôn kéo theo sự giảm đi của áp suất. 


Các điều kiện (3.41) và (3.42) được gọi là những bất đăng 
thức nhiệt động. Những trạng thái mà trong đó các điều kiện 
này không được thoä mãn, là những trạng thái không bền và 
chúng không thể tôn tại được. 


Trong §3 ta đã nhận xét rằng: do bất đẳng thức (3.42) và 
công thức (3.25) nên luôn luôn có Cp > Cy. Vì vậy theo (3.41) 
có thể kết luận rằng luôn luôn có: 


Œ > D (3.43) 


Tính dương của Cy và Cp chỉ rõ rằng năng lượng là một 
hàm tăng đơn điệu của nhiệt độ khi thể tích không đổi, và 
hàm nhiệt cũng là hàm của nhiệt độ như vậy, nhưng khi áp 
suất không đổi. Còn entrôpi thì tăng đơn điệu với nhiệt độ cả 
khi thể tích không đổi lẫn khi áp suất không đổi. 


56. ĐỊNH LÝ NERNST 


Sự kiện nhiệt dung Cy dương, có nghĩa là năng 
lượng là một hàm tăng đơn điệu của nhiệt độ. Ngược lại, khi 
nhiệt độ hạ thì năng lượng giảm đơn điệu và do đó, khi vật ở 
nhiệt độ bé nhất khả di, nghĩa là ở không độ tuyệt đối, vật 
phải ở trong một trạng thái với năng lượng bé nhất khả di. 
Nếu ta xem năng lượng của vật như tổng năng lượng của các 
phần mà ta có thể chia nó ra một cách tưởng tượng thì ta có 
thể khẳng định rằng, mỗi phần trong đó đều ở trong trạng 
thái với năng lượng bé nhất: rõ ràng là những giá trị cực tiểu 
của tất cả các thành phần của tổng cần phải tương ứng với 


Tnột giá trỊ cực tiểu của tổng đó. 
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Như vậy, ở không độ tuyệt đối, một phần bất kỳ nào của 
vật cũng phải ở trong một trạng thái lượng tử cơ bản nhất 
định. Nói cách khác các trọng số thống kê của những phần 
này đều bằng đơn vị và vì vậy tích của chúng cũng bằng đơn 
vị, nghĩa là trọng số thống kê của một trạng thái vĩ mô của 
toàn vật bằng đơn vị. Do đó entrôpi của vật, là lôga trọng số 


thống kê của nó, sẽ bằng không. 


Vì vậy ta đi đến một kết luận quan trọng sau đây: 
entrôpi của một vật bất kỳ, ở không độ tuyệt đối phải bằng 
không (định lý Nerns£). 


Định lý Nernst cho phép ta kết luận cả về tính chất của 
một số đại lượng nhiệt động khác khi T —> 0. 


Chăng hạn như, dễ thấy rằng khi T = 0 thì các nhiệt 
dung - cả C; lẫn Cy - bằng không: 


Cp=Cy=0 khi T=0 (3.44) 


Điều này có thể suy trực tiếp từ định nghĩa của nhiệt 
dung dưới dạng: 


ê§S ôS 


C=T —=—- 
ØT ô6lnT 


Khi T —— 0 ta có: lnT—> — ®, còn vì S dần đến một giới 
hạn không đổi (dần đến -bhông) cho nên rõ ràng là đạo hàm 
được viết dần đến không. 


Tiếp theo, hệ số giãn nhiệt dần đến không: 


tự 


ÊSY|Ì -o khi T=0 (3.45) 
êT jb 
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Thực vậy, đạo hàm này bằng đạo hàm lŠ (xem (3.19) 
C 
L3 


mà đại lượng này bằng không khi T = 0, vì S = 0 khi T = 0 và 
với áp suất bất kỳ. 
Một cách tương tự ta thấy rõ là: 


ốP % | 

—| =0 khi T=0 (3.46) 
Thường thường thì entrôpi dân đến không thì T-> 0 

theo quy luật lũy thừa, nghĩa là như S = aT" trong đó a là 

hàm của áp suất hay của thể tích. Hiển nhiên là trong trường 

: “ w aV ô ' 
hợp đó thì các nhiệt dung và các đại lượng| —|, L.-Í cũng 
Ø@Tjp (\ôT)y 
dần đến không theo cùng quy luật đó (cứng uới n ấy). 


Cuối cùng ta có thể thấy rằng hiệu C; - C¿ dần đến 
không nhanh hơn bản thân các nhiệt dung, nghĩa là: 
Cp -Cv 


le l khi T-=0 (3.47) 
Cp 


Thực vậy, giả thử khi T-›o entrôpi dần đến không theo 
quy luật S ~ 7T", Từ công thức (3.24), ta thấy rằng khi đó 
s.&% s. nh nh, thành thử (Cp-Cv)/Cp b6 T“ (cần phỏải.-nhớ rằng 





độ co Ẻ 


| khi T= 0 nói chung là một đại lượng hưu hạn 
6T 


bhác bhông nào đó). 

Nếu biết nhiệt dung của vật trong mọi khoảng biến thiên 
của nhiệt độ, thì ta có thể tính được entrôpi bằng cách lấy tích 
phân, và định lý Nernst cho phép ta tính giá trị của hằng số 
tích phân. Như thế sự phụ thuộc của entrôpli vào nhiệt độ khi 
cho trước giá trị áp suất, được xác định theo công thức: 
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^ 
S= [SP đT (3.48) 
0 


Đối với hàm nhiệt ta có một công thức tương tự như vậy: 


E^ 
W=Woẹ + [CvdT (3.49) 
0 
trong đó W¿ là giá trị của hàm nhiệt khi T = 0. Đối với thế 
nhiệt động (Œb= W -—-TS một cách tưởng ứng ta có: 


L1 LÙ 
® = W, +[C,dT —TÍ 7 dT (3.50) 
0 0 


§7. SỰ PHỤ THUỘC CỦA CÁC ĐẠI LƯỢNG 
NHIỆT ĐỘNG VÀO SỐ HẠT 


Cùng với năng lượng và entrôpl, những đại lượng nhiệt 
động như F, Đ, W cũng có tính cộng được (điều này suy trực 
tiếp từ các định nghĩa của chúng nếu cho rằng các áp suất 0à 
nhiệt độ bhông đổi trên khắp uật ở trong cân bằng). Tính chất 
này cho phép ta rút ra những kết luận nhất định về đặc tính 
của sự phụ thuộc của những đại lượng này vào số hạt trong 
vật. Ỏ đây ta xét vật được tạo bởi những hạt như nhau (những 
phân tử); tất cả những kết quả có thể được trực tiếp suy rộng 
cho vật gồm những hạt khác nhau tức là cho các hỗn hợp. 

Tính cộng được của một đại lượng có nghĩa là khi thay 
đổi số lượng vật chất (uà cùng uới nó là số hạt N) một số lần 
thì đại lượng ấy cũng biến đổi chừng ấy lần. Bằng cách khác, 
ta có thể nói rằng một đại lượng nhiệt động có tính cộng được 
phải là một hàm thuần nhất bậc một đối với các biến số có 


tính cộng được. 


7] 


Ta sẽ biểu diễn năng lượng của vật dưới dạng hàm của 
entrôpi, thể tích và cả của số hạt. Vì S và V bản thân chúng 
cũng là cộng được nên hàm đó phải có dạng: 


R= NT .) „ 4,1) 
NN | 
đó là dạng tổng quát nhất của một hàm thuần nhất bậc một 
của N, § và V. 


Năng lượng tự do F là hàm cúa N, T và V. Vì nhiệt độ 
không đổi trên toàn vật, còn thể tích thì cộng được, cho nên từ 
những lập luận đó ta có thể viết: 

V | | 
R= NI T.T) (3.52) 
N 

Hoàn toàn tương tự đối với hàm nhiệt W, được viết dưới 

dạng hàm của N, § và áp suất P, ta có: | 


W= NT, P) (3.53) 
N 


Cuối cùng đối với thế nhiệt động là hàm của N, P, T ta 
Có: 


œ = Nf(P,T) (3.54) 


Trong các trình bày trước đây, chủ yếu ta đã xem số hạt 
như một thông cách hình thức ta sẽ xem N là một biến số độc 
lập. Khi đó trong các biểu thức vi phân của các thế nhiệt động 
ta cần phải thêm những số hạng tỷ lệ vói dN. Chẳng hạn, đối 
với vi phân toàn phần của năng lượng ta sẽ viết: 


dE = TdS - PdV + udN (3.55) 


trong đó ta đã ký hiệu wlà đạo hàm riêng: 


T2 


= lm (3.56) 
ØN )s,v 


Đại lượng u được gọi là thế hoá của vật. Một cách tương 
tự, bây giờ ta có: 


dW = TdS+VdPx+udN : (3.57) 
dF = -SdT - PdV + udN (3.58) 
d¿ = -SdT + VdP + udN (3.59) 


với uụ như nhau. Từ các công thức ấy ta suy ra rằng 


„(Z1 -(E] -[# xã 
đN SP đN T.V đN PT 


nghĩa là thế hoá có thể thu được bằng phép lấy đạo hàm một 
trong các đại lượng E, W, F, ¿$ theo số hạt, tuy nhiên.như vậy 


nó sẽ được biểu thị qua các biến số khác nhau. 


Lấy vi phân ¿ viết dưới dạng (3.54), ta tìm thấy rằng 


= s = Í(P,T), nghĩa là: 


Như vậy, thế hóa của vật (cấu tgạo từ nhưng hạt như 
nhu) không gì khác hơn là thế nhiệt động ÿ ứng với một, 
phân tử. Là một biểu thức phụ thuộc vào P và T thế hóa 
không phụ thuộc vào N. Do đó, đối với vi phân của thế hóa ta 
có thể viết ngay biểu thức sau đây: 

dụ = -sdT + vdP (3.62) 


trong đó s và v là entrôpi và thể tích, ứng với một phân tử. 


T3 


Nếu xét (như cho đến nay người ta thường làm) một 
lượng vật chất xác định thì số hạt trong nó là một đại lượng 
không đổi cho trước, còn thể tích là một lượng biến đổi. Bây 
giờ ta tách trong vật ra một thể tích xác định nào đó và ta sẽ 
xét vật chất được chứa trong thể tích đó: khi đó đại lượng biến 
đối sẽ là số hạt N còn thể tích V sẽ không đổi. Khi đó, chẳng 
hạn như đẳng thức (3.58) sẽ chuyển thành: 


dF = -SdT + udN 


Ỏ đây các biến số độc lập là T và N. 


BÀI TẬP CHO PHẦN I 


1-Khí lý tưởng gồm N phân tử đơn nguyên tử chứa trong 
bình có thể tích V. Xác định số trạng thúát có năng lượng nhỏ 
hơn hoặc bằng E uà từ đó xác định trọng số thống bê, mật độ 
trạng thát 0uà entrôpi của chất bhí. 

2-Xác định số trạng thái Ï(E) đối uới hạt chuyển động 
trong khối lập phương cạnh L uà so sánh Ïl(E) uới thể tích 
pha cổ điển. 

3-Chứng mình rằng nếu toạ độ +x thay đổi rất chậm trong 
quá trình cân bằng đoạn nhiệt thì entrôp:i bất biến. 

4-Chất điểm khối lượng m chuyển động trong khoảng 0< 
x S1 uà phản xạ lại khi x=0 0à x=l. _ 

a) Biểu diễn quï đạo pha của chất điểm. 

b) Tìm thể tích bhông gian pha ứng uới nang lượng nhỏ 


hơn giá trị E nào đó. 
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c) Chứng mình rằng thể tích bhông gian pha tính được 
theo câu b sẽ bất biến khi uách ngăn x = 1 dịch chuyển rất 


châm. 

5-Tính thể tích pha ÏI(E) của dao động tử điều hoà một 
chiều. 

6-Tính thể tích pha Ï(E) của hạt tự do chuyển động theo 


qui luật cơ học tương đối. 


7- Tính thể tích không gian pha của bhí lý tưởng gồm N 
phân tử ở uùng thể tích V, từ đó suy rq: 


ơ) Số trạng thái ui mô ứng uới năng lượng H E tức là 
tính trọng số thống bê AÏ. 


b) Mật độ trạng thái O (È). 
c) Entrôpi. 


8- Trong bình thành cứng uới thể tích V cách nhiệt chứa 
oxy coi như khí lý tưởng uới nhiệt độ T, uà áp suất P,. Khí bị 
nung nóng bởi dòng điện uới cừơng độ Ï qua điện trở R. Tính 
áp suất P,, nhiệt độ T›, sự biến đổi entrôpi S = S, - S¡ sưu 


thời gian † uà điều biện nhiệt dung C, = const. 


9- Trong tổng 5 hàm phân bố khác nhau thoả mãn điều 
hiện (,+();=(;+@,+(;. Phân bố nào cho giá trị entrôpi cực 


đại 0uà giá trị đó băng bao nhiêu ? 


10- Tính entrôpi đối uới phân bố Gauss @), ~ exp(-Œn?) 
UỚI li +/ +... Uò (X << 1. 
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11- Chứng minh các phương trình đoạn nhiệt: 


1 
PVy=consf, TP ÏÝ = const UỚI 7=Œ,/C, 


trong đó V là thể tích, P là áp suất, C, là nhiệt dung đẳng 
áp 0à C, là nhiệt dung đẳng tích. 
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PHẦN II 
VẬT LÝ THÔNG KÊ CÁC QUÁ TRÌNH 
CÂN BẰNG 


Chương Ï 
PHẦN BỐ GIBBS 


§1.NGUYÊN LÝ ĐĂNG XÁC SUẤT ĐỐI VỚI HỆ 
CÔ LẬP- PHẦN BỐ VI CHÍNH TẮC 
Như ta đã nói ở chương I việc khảo sát sự cân bằng nhiệt 
động giữa hệ vĩ mô với môi trường (tức là các hệ khác) qui về 
việc khảo sát trạng thái cân bằng của hệ cô lập bao gồm hệ vĩ 
mô được khảo sát và môi trường ngoài. 
Khi hệ cô lập ở trong trạng thái cân bằng thì năng lượng 
của nó ở trong khoảng |E,E +ô EỊ. Ứng với điều kiện này có rất 
nhiều trạng thái vi mô với năng lượng thỏa mãn hệ thức: 


Eạ e[E,E+8R] (1.1) 


Tổng số các trạng thái lượng tử thỏa mãn điều kiện (1.1) 
gọi là trọng số thống kê của hệ cô lập. Thực tế chứng minh sự 
đúng đắn của nguyên lý sau đây: khi hệ cô lập ở trong trạng 
thái cân bằng nhiệt động thì mọi trạng thái vi mô khả dĩ đều 
có xác suất như nhau. Nguyên lý này gọi là nguyên lý đẳng 
xác suất. 


Ký hiệu @, là xác suất của trạng thái vi mô ¡ nào đó, AI 


Tìï 


là trọng số thống kê của hệ. Nguyên lý đẳng xác suất có thể 
được diễn tả bằng hệ thức: 


1l 
(Œ; = —— = Const 1,2 
—¬r (1.2) 


Xét tham số y nào đó của hệ và giả sử nó là đại lượng 
ngẫu nhiên, tức là nhận những giá trị tuỳ thuộc từng trạng 
thái vi mô của hệ. Nếu trong số AI' có AI, trạng thái vi mô 
của hệ trong đó đại lượng y nhận giá trị y¡, thì xác suất giá trị 
y;¡ sẽ bằng: 


Vì AI =const, nên ta có thể viết: 


@(ÿj)~Al, - (1.3) 


Như vậy, xác suất giá trị y; của tham số y tỉ lệ với số 


trạng thái vi mô cho phép y nhận giá trị này. 


Biểu thức (1.9) và hệ quả (1.3) của nó được gọi là biểu 
thức phân bố vi chính tắc. 


§2.PHÂN BỐỔ GIBBS 


Trên đây chúng ta đã khảo sát mô hình hệ cô lập, hay hệ 
đóng. Các hệ vĩ mô trong thực tế, chẳng hạn như một bình 
khí, một thanh kim loại, v.v... đều là các hệ mở, tức là các hệ 
tương tác với môi trường ngoài. Danh từ môi trường ngoài, ở 
đây có nghĩa là tất cả các hệ khác, trừ hệ mà chúng ta khảo 
sát. Môi trường ngoài có kích thước rất lớn so với hệ được 
khảo sát, vì vậy hệ được khảo sát chỉ là bộ phận nhỏ của hệ cô 
lập bao gồm cả vũ trụ. Ta gọi hệ được khảo sát là hệ con. Mục 
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tiêu đặt ra trong mục này là xác định xác suất để hệ con ở 
trong trạng thái vi mô với năng lượng E, nào đó ({Ea Hà phổ 
năng lượng khả di của hệ con khi nó cân bằng với môi 
trưởng). Trạng thái cân bằng của hệ cô lập bao gồm cả hệ con, 
được đặc trưng bởi năng lượng cố định E¿=const (với độ chính 
xác ðE), và nhiệt độ T. Như vậy, vấn đề đặt ra là tìm xác 
suất trạng thái lượng tử với năng lượng E„ của hệ con khi nó 
cận bằng nhiệt động với môi trường có nhiệt độ T. Mô hình hệ 
con và môi trường được miêu tả qua hình uẽ 9. 





Hình 9 


Gọi E„ là năng lượng của hệ con, E' là năng lượng tương 
ứng của môi trường. Vì hệ con cộng với môi trường là hệ cô 


lập nên ta có: 


Ea +E` =Eọ =const (1.4) 


Ta giả thiết rằng năng lượng của hệ con nhỏ hơn rất 
nhiều so với năng lượng của môi trường. Từ giả thiết đó ta có: 


Eạ << E' =Eọ - En <Eo 
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Do đó: 
E, «< E, (1.5) 
Khi hệ con nằm trong trạng thái lượng tử với năng lượng 
E„ thì môi trường có thể nằm trong nhiều trạng thái lượng tử 
tương ứng, với năng lượng E`= Eo -En. Ký hiệu số trạng thái 
tương tự đó là AT(Œ). Theo nguyên lý đẳng xác suất ta có thế 
khẳng định rằng xác suất trạng thái lượng tử với năng lượng 


B„ của hệ con tỷ lệ với số trạng thái lượng tử tương ứng của 
môi trường. Ký hiệu œạ(Eạ) là xác suất trạng thái lượng tử với 


năng lượng E„, ta có thể viết: 


@n(Ea) ~ AT(E”) = AT(Eạ -Eạ) (1.6) 
Mặt khác, nếu ký hiệu § là entrôpi của môi trường, ta có: 
AT{(Eo - E,)= esp|t SE: —Ea)| (1.7) 
Trong hệ thức (1.7) S(Ea-E„) là giá trị entrôpi của môi 
trường ứng với năng lượng E” =Eo -En. 


Kết hợp (1.6) và (1.7) ta có: 


1 
0n(En)~ espl  S(Eo - E,)| (1.8) 
Chú ý tới điều kiện E„ << E¿, ta có thể khai triển gần 
đúng: 
ãS 
S(Bọ - E,)) = SP -[E] Eụ 
6E /E"=Eo 





Để ý rằng = chính là nghịch đảo nhiệt độ của 
ÊE E"=Eo 
môi trường khi năng lượng bằng E¿ và nhiệt độ này xấp xỉ 
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bằng nhiệt độ khi E” = Eọ - Eạ (vì E„ << Eọ), ta có thể viết: 
En 
ĐUNg =En}= B(En)T—~ : (1.9) 


Thế (1.9) vào (1.8), ta được: 


®n(En)~ cap XU) - H 


Vì Es=const nên S(E¿) cũng là hằng số. Từ đó ta có thể 
vIết: 





®n(En)~ ap|- “n | 


hay @a(En)= Ae kĩ (1.10) 


Ỏ đây A là một hằng số được chọn sao cho øn(Eạ) thỏa 
mãn điều kiện chuẩn hoá: 


2 @0na(En)=1 
(n] 


Ký hiệu ` có nghĩa là ta lấy tổng theo mọi trạng thái 
(n] 


lượng tử khả di. Như vậy hằng số A được xác định từ điều 
kiện: 


Từ đó ta suyra A Ì=We kĩ 
[n] 


Ký hiệu g(E,) là bội suy biến cua mức E„, tức là số trạng 
thái lượng tử có chung năng lượng E,. Khi đó ta có: 
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Eạ E 


— -Y 
A"h=We kT=YSg(E,)e kT (1.11) 
(n] En 
Đại lượng: 
No | _n 
Z= 3e *† =Sg(En)e kT (1.12) 
[n] Bạn 


gọi là tổng thống kê của hệ. 


Lưu ý tới (1.12) ta có thể viết lại biểu thức (1.10) như 
sau: 


n 


5;(E,)= 2e kT (1.18) 


Biểu thức (1.13) gọi là biểu thức phân bố Gibbs hay phân 
bố chính tắc. Nó xác định xác suất trạng thái của mọi hệ con 
khi hệ này cân bằng nhiệt động với môi trường có nhiệt độ T. 

Cần lứu ý rằng œạ(En)là xác suất của một trạng thái 
lượng tử nào đó có năng lượng E„, chứ không phải là xác suất 


giá trị E„ của năng lượng. Nếu muốn xác định xác suất giá tTỊ 
E„ của năng lượng thì ta phải nhân ø„ với bội suy biến của 


mức È„. Ký hiệu bội suy biến đó là g(E,„; và xác suất giá trị Bạ 
là ø(E„y, ta có: 


oœ(En) = g(En lạ (Ea) 


Trên cơ sở (1.13) ta có: 


n 


o(En)= zE(E,)e kĩ (1.14) 


Bây giờ ta hãy xét ý nghĩa của phân bố Gibbs (1.1481. 
- Trước hết ta thấy rằng theo (1.13) thì khi năng lượng E, tăng 
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xác suất œ„ giảm theo luật hàm mũ. ;Tại sao như vậy? Ta biết 
rằng khi hệ con có năng lượng E, thì môi trường có thể ở 
trong nhiều trạng thái vi mô khác nhau, với năng lượng 
E =Eạ-En. Số trạng hấp đó chính là trọng số thống kê 
AT" = E " của môi trường. Mặt khác, trọng số thống kê là 


hàm giảm nhanh khi năng lượng giảm (xen chương II). Vì 
vậy, khi E; của hệ con tăng thì năng lượng của môi trường 
giảm, do đó trọng số thống kê của môi trường giảm. Xác suất 
của hệ con tỉ lệ với trọng số thống kê của môi trường với năng 
lượng E” =Eo - En 

®n(Ea) ~ AT(”) = AI(Eạ - Ea) 

Như vậy, rõ ràng là on(En) phải giảm khi E, tăng. Từ 
phân bố Gibbs ta dễ dàng tính được giá trị trung bình của các 
đại lượng vật lý đặc trưng cho hệ vĩ mô. 

Giả sử đại lượng A nhận giá trị A, trong trạng thái lượng 
tử n. Theo định nghĩa trung bình thống kê, ta có: 


A = VAn0@n => Ane kT - (1.15) 


Nếu biết rõ bội suy biến của các mức E„ ta có thể viết: 
En 
A=Y#g(E,)A,e KT 
Z 
Thông thường, đối với hệ vĩ mô ta có thể coi gần đúng 
phổ năng lượng là phổ liên tục. Khi đó ta có thể thay phép lấy 
tổng bằng phép tích phân: 
— Bạ 
A = ÍA(E)fŒ)dE (1.16) 
BE: 
Ỏ đây [E¿,E;] là khoảng năng lượng khả dĩ của hệ, f(E) là 
hàm phân bố xác suất theo năng lượng. Nó liên quan tới mật 
độ trạng thái theo hệ thức: 
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E 
f(E) = o(E)p(E) = —p(Œ)e kT 


Tổng thống kê Z được tính như sau: 


_Pn  E, _R_ 
Z= 3X g(Eạ)e ẾT = ƒ p(E)e XTdE (1.17) 
E,n " Eq 


Ta hãy khảo sát kỹ hơn dạng phụ thuộc năng lượng của 

hàm Í(E). Theo định nghĩa: 
f(E) = œ(E)p(E) 

Đại lượng f(E)dE =o(Eb(E)dE chính là xác suất để năng 
lượng nhận giá trị trong khoảng [E,E+dE]. Theo phân bố 
Gibbs, khi năng lượng tăng thì xác suất ø(E) giảm nhanh theo 
luật hàm mũ: 

_° 
œ(E)~e KT 

Mặt khác, mật độ trạng thái p(E) lại là hàm tăng nhanh 
theo năng lượng. Như vậy, f(E) là tích của một hàm tăng 
nhanh với một hàm giảm nhanh theo năng lượng, vì vậy nó 
phải có dạng cực đại nhọn (xem hình 10). 


f(E) 


Hình 10 
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Vì năng lượng trung bình E là giá trị năng lượng có xác 
suất lớn nhất, ta có thể viết:- 


Lưngg = f(P) (1.18) 


Khi hệ cân bằng nhiệt động với môi trường thì năng 
lượng của hệ sẽ nhận các giá trị chủ yếu tập trung xung 
quanh giá trị E, tức là những giá trị thuộc khoảng AE chứa 
điểm E. Các giá trị khác tuy là khả di, song xác suất của 
chúng rất nhỏ. 


§3.BIỂU DIỄN NĂNG LƯỢNG TỰ DO QUA TỔNG 

THỐNG KÊ VÀ ENTRÔPI QUA PHÂN BỐ GIBBS 

Trong phần I ta đã định nghĩa năng lượng tự do thông 
qua năng lượng, nhiệt độ và entrôpl, cũng như đã định nghĩa 
entrôpI qua trọng số thống kê. Ỏ đây ta sẽ đưa ra một cách 
định nghĩa khác: năng lượng tự do qua tổng thống kê và 
entrôpi qua phân bố Gibbs. 


Hàm trạng thái xác định bởi hệ thức: 
= - KTInZ (1.19) 


được gọi là năng lượng tự do của hệ. Ý nghĩa của hàm này đã 
được xét ở phần Ï. Ở đây ta chỉ chứng tỏ sự trùng nhau của 
định nghĩa này với định nghĩa trước đó. 


Vì các mức năng lượng E„ của hệ phụ thuộc số hạt N của 
hệ và phụ thuộc các tham số ngoại x cho nên tổng thống kê Z 
là hàm của T, x, vàN. Từ đó ta thấy năng lượng tự do là hàm 
của T, x,vàN: 
F=F(T, x,N) 
Năng lượng tự do P và năng lượng trung bình (hay nội 
năng) E của hệ có liên hệ với nhau. 
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Ta có thể xác định mối liên hệ này qua việc tính E. Theo 
định nghĩa trung bình thống kê, ta có: 


B= YEaoa(Ea) 
[n] 


Sứ dụng phân bố Gibbs, ta có: 





E=—YE 8n ———w KT 
Z In] - Vị ỐT tn] 

—- TW ð ô 

E= —Z=KT”-—ln”Z 
j ðT ØT 


Như vậy, biết tổng thống kê Z ta có thể tính nội năng 
theo công thức: 


E = KT? -—InZ (1.90) 


Dựa vào định nghĩa năng lượng tự do F=-KTlnZ ta suy 
ra mối liên hệ giữa E và E: 
E=-T? mm (1.91) 
g1\ 1 
Hệ thức (1.21) gọi là phương trình Gibbs - Helmholtz. Nó 
chính là hệ thức đã thu được ở phần I theo định nghĩa cũ của 
F. 


Tiếp theo, ta xét mối liên hệ giữa năng lượng trung bình 
E, năng lượng tự do F và entrôpi §. 


Như đã nói rõ ở §2, đối với hệ mở nằm trong trạng thái 
cân bằng nhiệt động với môi trường thì hàm phân bố xác suất 
theo năng lượng chỉ khác 0 rõ rệt trong một khoảng năng 
lượng AE xung quanh giá trị E. 

Ta có thể xác định khoảng ÁE theo hệ thức: 
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. E¿ 
f(E)AE = ƒf(Œ)dE =1 
Eq 
Từ đó suy ra: 


AE=_—L_ 
f(E) 


Mặt khác, ta có f(E) = ø(E)p(E). Chú ý tới điều này ta có 
thể viết: 
CHẾ ca 
œ(E)p(E) 

Trọng số thống kê ứng với khoảng tản mạn AE của năng 
lượng được tính như sau: 


AE= 


= 1 
AI = ÁXRe—— 1.99 
p(E) 2Œ) ( ) 


-Entrôpi của hệ mở được xác định theo hệ thức: 
S=klnAL 
trong đó AI' là trọng số thống kê ứng với khoảng AE. 
Muốn tìm mối liên hệ giữa ba đại lượng E, F và S ta chỉ 
cần tìm mối liên hệ giữa E, Z và A[. 
Trước hết, theo (1.17) ta có: 


E 


E¿ “nh 
Z= Í p(E)e KTdE 
En 


Đại lượng dưới dấu tích phân chỉ khác 0 rõ rệt trong 
khoảng AE xung quanh giá trị E, vì vậy ta có: 
_P. "1 
Z=p(E)e KTAE=e ETAT (1.23) 
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Từ đó ta có thể tính năng lượng tự do: 
F =-KT In Z = E - KT In AT 

Đối chiếu hệ thức này với hệ thức S=KInAF ta SUY Ta: 
F=E-TS _ (1.24) 


Hệ thức (1.24) chính là định nghĩa cũ của năng lượng tự 
do ở phần l. 


Ỏ đây cần lưu ý tới định nghĩa entrôpi trong một số sách 
thống kê: _ 


S=-Klno(Œ,)= "HN n(Ea)ln @(En) 
n 
Thoạt nhìn chúng ta thấy định nghĩa này khác biệt so 


với cách định nghĩa của chúng ta trong phần I ở giáo trình 
này(S=KInar). Thực ra, sự khác biệt không hề có. 


Thật vậy, theo (1.29) ta có: 


§=KlAT = Kln—S— = -K haø(Œ 
(( E) 


Mặt khác, vì xác suất ø(Eạ)tỉ lệ với e "KT nân ta có: 
In œ(En ) = œ+En 
trong đó œvà ÿ§ không phụ thuộc Eì., Từ đó ta suy ra: 
Inø(Œ„) =œ+BE = Ino(E) 
S =-Klnø(E) = -K Inø(E, ) 


Như vậy, trên thực tế hai cách định nghĩa nói trên là 


trùng nhau. 
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§4.MỘT SỐ THÍ DỤ ÁP DỤNG PHÂN BỐ GIBBS 

4.1.Hệ các mômen từ trong từ trường 

Xét hệ N mômen từ đặt trong từ trường B (từ trường đều 
và không đổi theo thời gian).Giả thiết rằng hình chiếu của 


mỗi mômen từ lên phương từ trường có thể nhận một trong 
các giá trỊ g.,upg.m, trong đó tp là ma-nhê-tôn Bohr, ø là thừa 


số Landé, m=-J,-.J+1,...,J, ta hãy tính độ từ hoá của hệ trong: 


trạng thái cân bằng nhiệt động với nhiệt độ T. 


Để tính độ từ hoá của hệ ta chỉ cần tính giá trị trung 
bình hình chiếu của một mômen từ lên phương từ trương. Khi 
mômen từ có hình chiếu lên phương từ trưởng là ø,H,,m thì 


mômen từ có năng lượng: 


Em = -gupImB : 
Theo phân bố Gibbs, trạng thái này có xác suất: 


: J 
s{R„]= Ì øuamB / KT Z= Š- e9kamB / KT 
z m=-d] 
, bx ` “ AZ ^ ` ^ 
Ký hiệu giá trị trung bình của hình chiêu mômen từ lên 
phương từ trường là h, ta có: 


j 
T giipmeŠt#em /KT 
ữ= 1 Š guipmeSesmB/ KT _ m=-d 
Z m=-—.] | Š c#npmB / KT 


m=-.] 
„. z ^ z ~ s.A” — ö 
Từ biêu thức trên ta có thê việt: u = ..” In 2 


Trước hết ta tính Z: 
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Zz- Š- e#hpmB / KT _ 
m=-.J | , økÒ:pB 
2KT 


Từ đó ta tính được: h = KT— InZ = øLpJB; kx 


KT 
Ö đây B, là hàm Brillouin: 


B;œ) = TH —_k X ...1 
2dJ 2dJ 





Độ từ của hệ được xác định theo công thức: 





— gụ n] 
M=Nụ =NgupdB; 
ụ BUB | KT 
Trong trường hợp riêng, khi hệ N- mômen từ này là hệ N 
điện tử, ta có: g=2 và J=1/2. Độ từ hóa trong trường hợp này 
được xác định theo công thức: 
M=NunB 
.uni,(8) 


B 
Khi J=1/2 thì B1/s(x) = thx, vì vậy: M= Nugtị TIỆ si 


Trong trương hợp nhiệt độ cao thì: n % <1 
2 
ugB\_ NhgB 
M =Nuạgth 
Ta có thể lấy xấp xỉ: HĐB [ KT Si KT 
đM 


Độ từ cảm được xác định theo công thức: f= = 
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Như vậy, trong trường hợp _ << ] ta có: 


cô NuạB _ Nụa 
@B KT KT 


f = 





Hệ thức này chính là định luật Curie quen biết. 
Bây giờ ta xét giá trị độ từ hoá khi nhiệt độ tiến tới 0K. 


DuÚM = lưnJ tpỀ | - 


Điều này là dễ hiểu, bởi vì khi T = 0°K thì tất cả các 
mômen từ đều ở trạng thái cùng chiều với từ trường B, tức là 
trạng thái có năng lượng cực tiểu, và khi đó độ từ hoá của hệ 
lớn nhất. 

4.2. Khí lý tưởng đơn nguyên tử 

Ta hãy áp dụng phân bố Gibbs để xác định năng lượng tự 
do, năng lượng trung bình (hy nội năng) và phương trình 
trạng thái của khí lý tưởng đơn nguyên tử. 


Khí lý tưởng là chất khí mà các phân tử hoàn toàn không 
tương tác với nhau. Xét về mặt thống kê chúng hoàn toàn độc 


lập. Năng lượng của cả hệ bằng tổng năng lượng của các phân 
tử. Ký hiệu £„. là mức năng lượng nào đó của phân tử i, E, là 


mức năng lượng của cả hệ, ta có; 
N 
Eạ= 2 Ê n, (1.25) 


Tổng thống kê Z của cả hệ bằng tích tổng thống kê của 
từng phân tử: 


Z= Xe ”n”” = xen nề: J = _Â, _.”® /wrì' 
“ In] KTãI 'J NI 
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_Ấi 
2n (1.26) 


` xui l - 5.& ` , ^ ° ^ , ` 
Thừa số NI xuất hiện là do các phân tư đồng nhất, vì 


vậy khi đổi trạng thái lượng tử giữa hai phân tử thì trạng 
thái lượng tử của cả hệ thống không thay đổi. Chúng ta đã 
đưa vào ký hiệu Z, để chỉ tổng thống kê của một phân tử: 


/ KT 


Su xe. 
pn= Xe 7 
nị 


Vì các phân tử là đồng nhất nên ta có thể bỏ chỉ số i khi 
tính Z.. Ta có thể viết: : 


Z,=#e°n,m (1.97) 


Chỉ số n biểu thị trạng thái lượng tử n của một phân tử. 
Như vậy, để tính Z phải tính Z;, còn để tính Z¡ ta phải biết 
phổ năng lượng của phân tử. 


Trong trường hợp phân tử đơn nguyên tử bài toán tìm 
phổ năng lượng của phân tử chính là bài toán phương trình 
Shrodinger đối với hạt tự do trong vùng không gian giới hạn 
bởi thể tích của chất khí. 


Để đơn giản, ta coi bình khí là hình lập phương cạch L. 
Trong trường hợp này phổ năng lượng của phân tử được xác 
định bởi công thức: 


2+2 
E„ =< , (n?+n; +n‡) (1.28) 


"2m17 





Trong công thức này là hằng số Planck; m là khối 
lượng phân tử: n;, n; và nạ là ba số lượng tử nhận các giá trị 


nguyên dương. 
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Để ý rằng L = V, ta có thể viết lại (1.98) như sau: 
1 th? 


=———.~(n/ +n? +n?) 
"_ 2mV?? 


E 

Công thức này được tìm ra với giả thiết khối khí là hình 

lập phương có thể tích V, song nó đúng đối với tất cả các 
trưởng hợp khi vùng không gian là hình lập phương. 


Thay (1.28) vào (1.27) ta có: 
23.2 


œO so eO = h 
44.=> >> on) +1; +nÐ| 


(1.29) 


I) 
ÍÌ 
xÌs 
'%s 
Z———— 
j 
sÍ ` 
=—+ 
| + 
_ =i 
bà. 


Trước hết ta thấy rằng L là kích thước vĩ mô, còn hằng 
2+2 


=itwesssor< SỂI NÌẾN 
2mkTL? 


số Planck rất nhỏ (h = 1,05.104j.sec), vì vậy 


trị rất nhỏ. Ta có thể thay tổng bằng tích phân: 
“ “4 2hn? sh “1 ta? F 
————'=ÍeXxp——.x 
bà cep| 2mkTL/ | { NET : 
S1 ng | _ ke š 


Thay kết quả này vào (1.29) ta được: 


2 3/2 2 13⁄2 


Từ đó ta tính được tổng thống kê của cả hệ: 








s..-Ủ an ¬- š 


N”  N!'|2xn! (1.30) 
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Bây giờ ta chuyển sang tính: F, S, E, sau đó sẽ xác định 
phương trình trạng thái. 


a/ Năng lượng tự do: 


Theo định nghĩa F = - kTlnZ và dựa vào kết quả (1.30) ta 
có: ¬ 


F =-kI[NInV + S“mT+C) (1.31) 


trong đó: 





3N/2 
°-kÍ8M 
NI |2uh? 


b/ Năng lượng trung bình: 


Theo phương trình Gibbs — Helmhot]z (xem 1.21_) ta có: 


= a (F 
E--.m.—lŠ 
“3 


Thay biểu thức đối với F vừa tính được (1.31) vào công 
thức trên, ta có: 


E= +kT: [NhV+ mT+c] 
øT 2 


=_.3 
6 KH. wng (1.32) 


c/ Entrôpi: 
Để tính entrôpi ta dùng hệ thức F= E-TS (xem (1.24)). 
Từ hệ thức này và các kết quả (1.31), (1.32), ta có: 
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s= ST = T k+k(NHnV+S mT+C] 
}ậ 5 2 


S = NHÍ V + 2InT]+4 (1.33) 


trong đó: dq = TS h+C. 


Đối với 1 mol khí lý tưởng ta có: N = Nọ (số Âuogadro), 
Nọk = R (hằng số khí), vì vậy: 


P mới # — TÍTmV +2 ImT + const) 


Eue = -RT Đ mo = RỈm V+ -InT + const] 


d/ Phương trình trạng thái: 


Bây giờ ta chuyển sang xác định phương trình trạng thái 
của khí lý tưởng, tức là phương trình liên hệ các đại lượng: áp 
suất p, nhiệt độ T và thể tích V. 


Dựa vào hệ thức nhiệt động học P= _ và biểu thức 
(1.31) ta có: 


B= KT |[NHnV+ ST lnT+C] 


Phương trình (1.34) gọi là phương trình Calaperon 
Mendeleev. Đối với 1 mol chất khi phương trình trạng thái có 
dạng: pV = RT. 
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§5. PHÂN BỐ GIBBS CỔ ĐIỂN 
ð.1. Điều kiện áp dụng phép gần đúng cổ điển 


Ta đã xác định được xác suất các trạng thái lượng tử của 
hệ cân bằng nhiệt động với môi trường có nhiệt độ T. Xác suất 
này được diễn tả bằng biểu thức phân bố Gibbs: 


l 
0) „ R„ sz —@ ~®n fKT 
(hạ) 7 


Trong những điều kiện nhất định chúng ta có thể lấy cơ 
học cổ điển thay cho cơ học lượng tử để mô tả hệ. Trong 
trường hợp này trạng thái vi mô của hệ ứng với điểm pha 
(p. q) trong không gian pha. Nếu øo(p. q) là hàm phân bố xác 
suất thì œ(p. q)dpdq sẽ là xác suất để điểm pha của hệ nằm 
trong yếu tố pha thể tích dpdq chứa điểm (p, q). 


Mục đích của chúng ta là thực hiện phép chuyển: 
@n(En) ->œ(p. q)dpdq 


Trước hết ta xét vấn đề khi nào có thể thực hiện phép 
chuyển này. Điều kiện của phép chuyển này chính là điều 
kiện áp dụng cơ học cổ điển với hệ vĩ mô. 


Ta biết rằng mỗi hạt vật chất tương ứng với một sóng 
Debroglie có tần số œ và vectơ sóng k. Nếu hạt có năng lượng 
e và xung lượng p thì œ và k được xác định theo các hệ thức: 


e=h0; p=hk 
trong đó ở là hằng số Planck. 
Bước sóng ^ liên hệ với xung lượng theo hệ thức: 
u-.2.^h (1.35) 
k  Pp 
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Thay p=xX2me vào (1.35), ta tìm được: 


2m h 
2me 





À = (1.36) 

Gọi a là khoảng cách trung bình giữa các hạt của hệ vi 
mô. Nếu bước sóng Debrogie nhỏ hơn nhiều so với khoảng 
cách trung bình giữa các hạt thì các hiệu ứng lượng tử là 
không đáng kể, và ta có thể mô tả chuyển động của hạt bằng 
cơ học cổ điển. Như vậy, điều kiện áp dụng thống kê cổ điển 
là: 

À <<a (1.117) 


Chú ý tới (1.36) ta có: 





a >> (1.38) 


h 
me 
Nếu nhiệt độ của hệ là T thì động năng trung bình của 
mỗi hạt có giá trị cỡ kĩ: 
e~ kT (1.39) 
Mặt khác, nếu thể tích của hệ là V, số hạt là N thì 


1/3 
khoảng.cách trung bình giữa các hạt có giá trị cở Ím) 
1/3 
 “ ÍN) (1. 40) 
N 


Trên cơ sở (1.38). (1.39) và (1.40) ta thấy điều kiện áp 


dụng thống kê cổ điển là: 


1/3 
Nƒ> mắm 
N (mkT)' ? 


Từ đó suy ra: 
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) 2/3 
Tz» xi (1.41) 


° ~“ N ă E. = l& ° SỐ , 
Ty số > chính là mật độ hạt trong một đơn vị thê tích. 


Qua hệ thức (1.41) ta có thể kết luận: Trong trường hợp nhiệt 
độ cao và mật độ loãng chúng ta có thể áp dụng thống kê cổ 


điền. 


mk\ V 
hệ. Điều kiện (1.41) có ý nghĩa là nhiệt độ T phải lớn hơn 


nhiều so với nhiệt độ suy biến thì việc áp dụng phép gần đúng 


h N 2/3 
Nhiệt độ T; = si được gọi là nhiệt độ suy biến của 


cổ điển mới có ý nghĩa. 

Để minh họa cho điều kiện (1.41) ta xét trường hợp hệ vĩ 
mô là khí hê-li ở nhiệt độ phòng (T=300°K) và dưới áp suất 
khí quyển (p = 760mm Hg). 


Trước hết ta tính nhiệt độ suy biến: 


2 2/3 
"-) 
mk\ V 


Ta giả thiết rằng khí hê-li tuân theo phương trình trạng 
thái của khí lý tưởng: 
FV = NkT 
Từ đó suy ra: 


'_AG l 
V KT 
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p=760mmHg = 10.1325 N/m? 
k=1,38.10”j/độ 

ñ =1,B04.103j.sec 

m=6,6.10 ”7kg 

T=300°K. 

Thay các trị số này vào biểu thức Tạ, ta có: 
Tạ=00#1K 


Như vậy rõ ràng là với nhiệt độ phòng (T=300”K) ta thấy 
T>>Ts và do đó chúng ta có thể áp dụng thống kê cổ điển để 
khảo sát khí hê-]1. 


Cần chú ý rằng điều kiện T >> Tạ tương đương với điều 


1/3 
kiện a = lN] >>}. 


O O 

Với các số liệu trên ta tìm được À z0l14A và az33A. 
Như vậy, rõ ràng là: a >> 2. 

5.9. Biểu thức phân bố Gibbs cổ điển 

Chuyển từ thống kê lượng tử sang thống kê cổ điển có 
nghĩa là chuyến từ khái niệm trạng thái lượng tử với năng 
lượng E„ sang khái niệm điểm pha (p,q) trong không gian xung 
lượng - tọa độ. 

Trong thống kê cổ điển chúng ta quan tâm tới xác suất để 
cho trạng thái động học (p,q) rơi vào yếu tố pha có thể tích dpdq 
chứa điểm (p,9). 


Theo cơ học lượng tử các lượng bất định của tọa độ và xung 
lượng liên hệ với nhau theo hệ thức Heisenberg. 
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dp¡ dq; ~ 2rmử 


=L Ä...Ê 


Như vậy, nếu hệ có một bậc tự do thì yếu tố pha 27ữi sẽ 
tương ứng với một trạng thái lượng tử. Suy rộng ra, nếu hệ có f 
bậc tự do thì yếu tố pha tương ứng với một trạng thái lượng tử 
sẽ có thể tích (2m¡)°.. Đối với yếu tố pha có thể tích dpdq bất kỳ, 
rõ ràng là số trạng thái lượng tử trong yếu tố này sẽ bằng: 

dpdq 
(2mi)! 





Ở đây ta ký hiệu vắn tắt dpdq=dp;... dp,dq;... dq; Nếu 
chú ý tới nguyên lý không phân biệt các hạt đồng nhất thì số 
trạng thái lượng tử khác nhau trong yếu tố pha dpdaq sẽ là: 

„1 dpdq 


= (1.42) 
N (2x¡)! 





En 
Trong thống kê lượng tử ø(E„)~ e kŸ, Nếu chuyển sang 
thống kê cổ điển thì hàm phân bố xác suất œ( p;q ) sẽ có dạng: 
_ H@œ,q) 
oø(Íp,q)~e kĩ 


trong đó H(p,q) là Hamiltonian cổ điển, xác suất để trạng 
thái của hệ nằm trong yếu tố pha dpdq chứa điểm (p,q) sẽ là: 
_ Hœ,q) 
ø(p,q)lpdq =Ae kỈ dĩ 





Điều kiện chuẩn hoá cho ta: 


ƒ o(, q)dpdq = 1 
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_ H(p.q) 
Ale *f đ7=1 





Sử dụng (1.12), ta có: 


_ Hœ,q) 








NI(2m)Ÿ 

Ký hiệu: 
1 _ H(p,q) 
=————_mje *Ỉ dpdq (1.43) 
N!(2mn)Ï 
ta có: 2n 
1 _HŒ,q) 

œ(p, q) “w kT (1.44) 


Đại lượg Z xác định bởi (1.43) chính là tổng thống kê cổ 
điển . 
Chú ý: Đối với một hạt, số trạng thái trong yếu tố pha 


dpdq là: dI' = S= 
(2m 





ở đây ta ký hiệu dp = dp,dp,dp, . 


Nếu chỉ quan tâm tới số trạng thái trong khoảng xung 
lượng (B.p + dp) , còn vị trí q là tuỳ ý, thì số trạng thái đó sẽ 


được xác định bởi công thức: 
dq 
(2m)? 


Lưu ý rằng ƒjdq = V, ta có: 





dTs = döÍ 


Vdp 
(2nử: T 


P 
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Trong hệ toạ độ cầu yếu tố thể tích dp được tính theo 
công thức: dp = dp„dp„dp„ = pỂ sin0d9dọdp 
Nếu quan tâm tới số trạng thái có giá trị tuyệt đối của 
véctơ xung lượng nằm trong khoảng (p, p+dp), ta có: 
V 


2n 1T 
dFs =——— p“dp ƒ dọƒ sin 9đ6 
, (smn)” 0 0 


Từ đó ta có: 





Vp” Vp” 
d[g =—— = = 5 vÃm- (1.45) 
(2m) 2n^h 

Công thức này sẽ được dùng nhiều ở các phần tiếp theo 
của giáo trình. 

5.3.Phân bố Maxwell - Boltzmann 

Bây giờ ta áp dụng phân bố Gibbs cổ điển cho khí lý 
tưởng. 

Đối với khí lý tưởng , Hamiltonian của hệ có cấu trúc 
như sau: 

H(p,r)= K(p) + ỦŒ) 


trong đó động năng K(p) bằng tổng động năng của từng phân 
tử, còn thế năng U(r) bằng tổng thế năng của từng phân tử 
trong trường ngoại lực (chẳng hạn như trường hấp dẫn). 

=9 


Np; 
Ta có: K(p) = #`—— 
¡=IiZm 


N 
UÚ(r) = _UŒr; ) 
i=l1 


Biểu thức phân bố Gibbs cổ điển có dạng: 
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' ¡1 Ẩ pˆ 
@(p, F) ~ eXp4— Thi b3 =# + UŒ,) 
¡=1 


ở đây ta ký hiệu (p)=(pq, p;,... pw) Và (r)=(T\, Fạ,.. : Pn: 


Như vậy ta có: 


“. 6. ca .c. N _ _ 
@(1, Ða,...DN › HỊ; Fạ,...EN ) ~ [1@(P¡, rị) (1.46) 
=1 
Trong đó: 
1 b2 
@(P;, ) ~ eXp‡— ——| ——+ UŒ, 
(P¡, Fị ) p kTÍ 2m (Trị) 


Biểu thức (1.46) có ý nghĩa đơn giản: vì các hạt độc lập 
với nhau nên hàm phân bố tọa độ và xung lượng của N hạt 
bằng tích các hàm phân bố của từng hạt. 


Đối với mỗi hạt, hàm phân bố xác suất xung lượng và tọa 

độ lại bằng tích hàm phân bố xác suất xung lượng với hàm 
-. „ 
P UŒr) 








phân bố xác suất tọa độ: œ(B,Y) ~ e 2mkTe kĩ 


0Đây là biểu thức phân bố Maxwell-Boltzmann. Như vậy, 
hàm phân bố xác suất của riêng xung lượng có dạng: 


pˆ 


œ(B) = Ae 2mkT (1.47) 





Hàm phân bố xác suất của riêng tọa độ có dạng: 
: U(r) 
œ(T)=Be kĩ (1.48) 





trong các công thức (1.47) và (1.48) A và B là các hệ số chuẩn 
hóa. 
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Trước hết ta hãy xác định hệ số A. Điều kiện chuẩn hóa 
cho ta: ƒ o(B)dp = 1 


Dựa vào (1.47) và để ý rằng dp = dp„dpydp; ta có: 





äJ]ja ”mm dp„dpydp; = 1 


Sử dụng công thức tính tích phân Polsson: 


— 





ˆ..5 
J|e ” * dx= 
Ta tính được: ƒ ƒ ƒje 2 mkT dp„dpydp; = (semkT} '“ 


Từ đó suy ra: A = (2xmkT) '“ 


Sau khi xác định được hệ số chuẩn hóa A, ta có thể viết 
lại biểu thức phân bố xác suất của vectơ xung lượng (1.47) 


như sau: 


p 


(PB) = —— Hung 2mkT | (1.49) 
2r(mkKT) 





Đây chính là công thức phân bố Maxwell. 


Bây giờ ta chuyển sang xác định hệ số chuẩn hóa B trong 
công thức (1.48). 
Từ điều kiện chuẩn hóa của hàm ø(?) và công thức (1.48) 


_ UŒ) 


ta có: BÍ jƒe kTdr=l 
(V) 
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Lưu ý rằng dử =dxdydz, ta có: 





_ U(x,y,z) 
BỊ jje kT dxdydz=1 
(V) 
_ U(x,y,z) 
Đại lượng J=ƒ j[ƒe kT dxdydz gọi là tích phân cấu 


(V) 
hình . Tích phân này tuỳ thuộc dạng cụ thể của hàm thế năng 
Ủ(x,y,z). Như vậy , hệ số chuẩn hoá B được xác định từ điều 
kiện: B¿J = 1 


Từ đó ta suy ra B= 


c.|— 


Công thức phân bố xác suất của toạ độ r bây giờ có thể 
được viết lại dưới dạng 
U(r) 
o(Ÿ) = T8 kT (1.50) 





Đây chính là công thức phân bố Boltzmann . Nếu không 


có trường lực ngoài thì U=0, do đó: J = [[Í[dxdydz = V 
(V) 


Trong trường hợp riêng này, xác suất của toạ độ T là 





_ Uữ) 
ĩ: k 1 
một hằng số: ø(F) = T—*~ 0nst 


Kết quả này không làm ta ngạc nhiên bởi vì nếu không 
có trường lực ngoài thì không gian là đồng nhất và mọi vị trí 
xác định bởi véctơ T trong thể tích V của chất khí đều có xác 


suất như nhau. 
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5.4.Phân bố xác suất giá trị tuyệt đối của vận tốc 


Từ biểu thức phân bố Maxwell (1.239) và mối liên hệ 
p= mv ta có thể suy ra biểu thức phân bố xác suất theo véctơ 


mv7 


vận tốc: œ(V)~ ẹ 2kT 


Sau khi chuẩn hoá ø(ÿ) ta tìm được: 


n¡:ã8 mv? 
)—|_= _ĐKT 1.51 
(9) ba , “ng: 


Theo định nghĩa hàm phân bố xác suất, đại lượng o(v}Ìv 





là xác suất của sự kiện véctơ vận tốc nằm trong khoảng 
(V, ở + dỹ). Từ (1.51) ta có: 
mvŸ 


_ 3/2 _ 
o(v}kÌÿ = lm) e 2KT dợ ở đây chúng ta phải luôn nhớ 
TL 


ký hiệu dv =dv„dvydv„. Nếu thay hệ toạ độ (v, ,v y ,v ,) bằng 
toạ độ cầu (v, ọ,Ð9), ta có: dÿ = dv„dvvdv, =vsin 8dvd9dọ 

Xác suất để véctơ vận tốc nằm trong khoảng (V,ÿ +dÿ) 
bây giờ có thể tính như sau: 


mvF 


8/8 _ 
œ(ÿ)lÿ = ¬ e ?kT yˆ sin0dvdôdẹ 





Lấy tích phân đại lượng này theo các biến 9 và ọ ta được 
xác suất để véctơ vận tốc có giá tr tuyệt đối nằm trong 
khoảng (v, v + dv): 

mv7 


m 3/2 ó g 2q ` 1Œ 
= | — 2kT V dv d sin Đi do 
ø(vMv [ se, : J døj 





Sau khi lấy tích phân theo 9 và ọ, ta được: 
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3m \ề?2 _mV” 
=4Í—|— Ze 2kT 1.52 
o(v) HỆ) săn tước 


Đây chính là biểu thức phân bố xác suất theo giá trị 
tuyệt đối của vectơ vận tốc. 


^“ ^ Z Ø Z5 ^ N ~ 
Nêu nhân xác suất œ(v)dv với mật độ hạt n = Ỹ ta sẽ 


được số hạt trong một đơn vị thể tích có vận tốc với giá trị 
tuyệt đối trong khoảng (v, v+dv). Ký hiệu số hạt đó là dn,, ta 
có thể viết: 


5m 3/2 _ mV” : 
đhy = l2 v^e 2kT dự (1.53) 
7\ kT 


Cần lưu ý rằng đại lượng. 





5/m`8/2 _mV” 
fv) = mÍ v2e 2kT 
\ kT 


thường được gọi là hàm phân bố các phân tử theo giá trị 


tuyệt đối của vận tốc. 


Từ biểu thức phân bố (1.52) ta dễ dàng tính được vận tốc 
có xác suất lớn nhất. Điều kiện cần để hàm @(V) đạt cực đại 


Q0(V) _ 


là: 0 


2 


mvV 
Dựa vào biểu thức (1.52) ta có: > = mỊ 2kT -—0Q 


Từ đó ta tìm được giá trị v' ứng với xác suất lớn nhất: 


Về= — (1.54) 
m 
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Dễ dàng thấy rằng vận tốc có xác suất lớn nhất không 
trùng với vận tốc trung bình cúa phân tứ khí. Thật vậy, theo 
định nghĩa giá trị trung bình, ta có: 





m 5/m \3/2« _ mv” 
V = [ve(vklv = lí ƒvˆe ?kTdv 
0 7 \ kT 0 
Sau khi lấy tích phân ta tìm được: 
g.- |JBRT (1.5) 
mm 


So sánh (1.54) với (1.55) ta thấy: v >v' 


Như vậy, vận tốc trung bình lớn hơn vận tốc ứng với xác 
suất lớn nhất (xem hình 11a). 


((V) 





(a) (b) 
Hình 11 


Từ kết quả (1.54) ta thấy rằng nhiệt độ càng cao thì v` 
càng lớn, Điều đó có nghĩa là nếu nhiệt độ của chất khí lý 
tưởng tăng thì đỉnh của đồ thị @(v)càng dịch chuyền về phía 


bên phải (xem hình 11). 
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§6.ĐỊNH LUẬT PHÂN BỐ ĐỀU NĂNG LƯỢNG THEO 
CÁC BẬC TỰ DO 
6.1.Định luật 


Trong mục này ta áp dụng phân bố Gibbs cổ điển để xác 
lập định luật phân bố đều năng lượng theo các bậc tự do của 
hệ cổ điển. 

Bậc tự do của hệ là số đại lượng độc lập tối thiểu đủ để 
xác định vị trí của tất cả các hạt. Như vậy bậc tự do chính là 
số lượng các tọa độ suy rộng. Vị trí của một nguyên tử trong 
không gian được xác định bởi ba tọa độ x, y, z, như vậy mỗi 
nguyên tử có bậc tự do là 3. Nếu chất khí bao gồm N nguyên 
tử thì bậc tự do f=3N. 

Mỗi bậc tự do có phần đóng góp vào năng lượng tổng 
cộng của hệ. Chẳng hạn, động năng của hệ N nguyên tử là: 

ö%% sư..Ð 
N Dị 3N Pị 


K = —— = —— 
_ i=i2m ¡-¡2m 


ở đây ta dùng ký hiệu p;, p;, p; để chỉ các thành phần xung 
lượng của nguyên tử thứ nhất, p„, p;, pạ để chỉ các thành phần 
xung lượng của hạt thứ 2 v. v... 


Nói chung nếu hệ có f bậc tự do thì động năng có dạng: 


f 
K(p) = Yø¡P‡ (1.56a) 
I=1 


Trong đó œ, là các hằng số, đối với hệ các hạt đồng nhất 


1 ~ ^ ° ^ 
có khối lượng m thì œ; = == Năng lượng tổng cộng của hệ 
| m 
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sẽ bằng tổng động năng phụ thuộc xung lượng và thế năng 
phụ thuộc tọa độ: 


H(p,q)=K(p)+U(q) (1.56b) 


f 
H(@,q) = >øœ¡pƒ + U(q) (1.B6c) 
I=l 


Vì động năng K(p) có dạng toàn phương nên ta dễ dàng 


thấy rằng động năng ứng với mỗi bậc tự do liên hệ với 


Hamiltonian theo hệ thức: 

1 ØH 
K;(p;) = œ:p2 =—p; —— 
i(P¡) = 0¡P: 2 Đi 2p, 

Ta sẽ chứng minh rằng tất cả các bậc tự do đều có động 

kT 


năng trung bình như nhau và bằng: s1 


Để chứng minh ta sử dụng phân bố Gibbs cổ điển: 


_ H@œ,q) 
œ(p,q)= Ae kĩ 





Theo định nghĩa trung bình thống kê, ta có: 


2H 2H øH -“£® 
mm Íp; Sứ, q)dpdq = AÍp; >° 'T dpdq (1.57) 





Cần nhớ rằng ở đây ta sử dụng ký hiệu vắn tắt: 
dp = dp; dpa...dp ¡...đdpự 
dq = dq ) dq a...dq ¡...dq r 


Biểu thức (1.57) có thể được viết lại như sau: 





Di =5 = A[J¡ dpạ...dp¡ _ đP¡ + -..-dp r dq¡ ...dqr (1.58) 


1 


110 


Trong đó dở, là tích phân sau đây: 





Jị = J Địa, € kT dp; (1.59) 


Trước hết ta thực hiện phép biến đổi: 


H(p.,q) H(p.q) H(p,q) 
2H -F 3 _H(Œ.q _HŒ,q 


lo 
Đ——e kÏ =-kT-—|p;e kĩ |+kTe kỉ 
_ØP ôp¡| 





Thay biểu thức này vào (1.59) ta được: 


_ H(,q)[”P  _ HŒœ;) 
đị = - kTp;e kT +kT ƒe kT dp; 


—~Ẳœ 





—Ẳœ 


Số hạng thứ nhất bằng 0 vì H(p,q) chứa số hạng %Đ {2 
trong đó œ, >0. Như vậy ta có: 





dị = kT ƒe kĩ dp; (1.60) 


Thay dJ; vào (1.58) ta được: 


2H _H@œ,q) 
"” kT.Aje kÏ dp¡..dprdq...dqr 








1 


= kTÍ ö(p, q)dpdq = kT 


Như vậy, giá trị trung bình của động năng ứng với mỗi 
bậc tự do sẽ là: 





=> -  -_- (1.61) 
¡(Đ;ì 2 "hp, 2 è 
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Đây chính là định luật phân bố đều động năng theo các 
bậc tự do. Vì hệ có f bậc tự do nên động năng trung bình của 
cả hệ sẽ là: 


K(p) = f.K¡(p¡) = _ (1.62) 


Bằng cách hoàn toàn tương tự ta có thể chứng minh rằng 
nếu thế năng cũng phụ thuộc tọa độ dưới dạng toàn phương 
thì thế năng trung bình tính cho mỗi bậc tự do cũng bằng 
kT. | 
r1 


_; 
Ứ(q) = ),U;(q¡) = 
HÀ | 


1= ì 


: 2 
B;q; (1.63) 
”Ì : 


—= kT 
U;(q¡) = B¡qƒ HT (1.64) 


Như vậy, đối với những hệ có thế năng phụ thuộc toa độ 
dưới dạng toàn phương (1.63) thì năng lượng trung bình được 
xác định bởi công thức: 

E = K@) + U(q) = fkT 

Hệ dao động tử điều hòa là hệ có thế năng dạng (1.683), vì 
vậy năng lượng trung bình của hệ là fkT. Mỗi dao động tử 
điều hòa ba chiều (f=3) có năng lượng trung bình 3kT, do đó 
hệ N dao động tử điều hòa ba chiều có năng lượng trùng bình 
là 3NkT. 

Hai công thức (1.61) và (1.64) chính là nội dung của định 
luật phân bố đều năng lượng theo các bậc tự do. 
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6.2.Thuyết nhiệt dung cổ điển 


Trong nhiều trường hợp định luật phân bố đều năng 
lượng theo các bậc tự do cho phép chúng ta xác định nội năng 
( hay năng lượng trung bình) của hệ như hàm của nhiệt độ, từ 
đó chúng ta có thể tính được nhiệt dung. Cần nhấn mạnh 
rằng định luật phân bố đều năng lượng theo các bậc tự do là 
hệ quả của phân bố Gibbs cổ điển, vì vậy lý thuyết nhiệt dung 
xây dựng trên cơ sở định luật này cũng chỉ đúng khi hệ tuân 
theo thống kê cổ điển. 


Bây giờ ta bắt đầu khảo sát nhiệt dung của một số mô 
hình cụ thể 

a/ Nhiệt dung của khí lý tưởng đơn nguyên tử 

Xét chất khí lý tưởng cổ điển bao gồm N phân tử, mỗi 
phân tử chỉ gồm một nguyên tử. Ta giả thiết rằng các phân tử 
hoàn toàn không tương tác với nhau, đồng thời cũng không 
tương tác với trường ngoại lực, do đó năng lượng của cả hệ chỉ 
bao gồm động năng của các phân tử. Mỗi nguyên tử được xem 
như một chất điểm, do đó bậc tự do của một nguyên tử là 3. 

Bậc tự do của cả hệ f=3N. 

Nội năng của chất khí được tính theo định luật phân bố 
đều năng lượng theo các bậc tự do: 

= „kT 3NkT 


E=fÍ—= 1.65 
2 2 % 


Theo định nghĩa, nhiệt dung đẳng tích là đại lượng xác 
định bởi công thức: 


--(8) -lŸ 
ốT), (|øT), 
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Đối với khí lý tưởng nội năng không phụ thuộc thể tích 
V, vì vậy ta có: 
_ đE 
' /đ#f 


Dưa vào biểu thức (1.65) ta tính được: 


C„ =ŠNk 
2 


Đối với một phân tử gam ta có N=Nạ (số Auogadro): - 
N;k=R (hằng số khí ). Như vậy, nhiệt dung của khí lý tưởng 
đơn nguyên tử tính cho một phân tử gam là: 


Ổ 

(Cy)mại = SR (1.66) 

Kết quả này cho thấy rằng trong những điều kiện khi có 
thể áp dụng thống kê cổ điển thì nhiệt dung của khí lý tưởng 
đơn nguyên tử là một hằng số, tức là không phụ thuộc nhiệt 
độ. Thực nghiệm cho thấy rằng kết quả (1.66) rất phù hợp đối 
với các khí loãng. 

b/ Nhiệt dung của khí lý tưởng lưỡng nguyên tử 


Bây giờ ta hãy khảo sát vấn đề nhiệt dung của khí lý 
tưởng mà: mỗi phân tử gồm hai nguyên tử. Số bậc tự do của 
mỗi phân tử trong trường hợp này tùy thuộc đặc điểm liên kết 
giữa hai nguyên tử trong phân tử. Chúng ta sẽ phân biệt hai 
trường hợp: liên kết cứng và liên kết đàn hồi (hình 12, 13). 


Hình 12 Hình 13 
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Nếu khoảng cách giữa hai nguyên tử được xem như cố 


định thì ta nói rằng giữa chúng có mối liên kết cứng. 


Đối với trường hợp liên kết cứng ta dễ dàng thấy rằng 
mỗi phân tử có 5 bậc tự do (3 tọa độ suy rộng để xác định vị 
trí trọng tâm, 2 tọa độ suy rộng để xác định sự định hướng 


của phân tử trong không gian). 


Đối với trường hợp liên kết cứng mỗi phân tử chỉ có động 
năng nên ta dễ dàng tính được nội năng của chất khí (f=5N). 


E-«f*L-ŠNkT 
29 


Lấy đạo hàm theo nhiệt độ T, ta được biểu thức nhiệt 
dung đẳng tích: 


lL, 5 Fe  N 
dT 
õ 
V1 =—Ñ (1.67) 


2 


Trong trường hợp liên kết đàn hồi, hai nguyên tử có thể 
dao động dọc theo trục phân tử. Trong trường hợp này để xác 
định vị trí của phân tử (tức là của hai nguyên tử) chúng ta 
cần 6 tọa độ (3 để xác định trọng tâm, 2 để định hướng và 1 để 
xác định khoảng cách giữa hai nguyên tử). Như vậy mỗi phân 
tử có 6 bậc tự do. Mỗi bậc tự do đều ứng với động năng trung 
bình kT/9. Riêng bậc tự do thứ sáu (gắn liền với dao động điều 
hòa của hai nguyên tử) còn đóng góp thêm thế năng trung 


bình k} 
2 


115 


Như vậy năng lượng trung bình của N phân tử sẽ là: 


E= N[SkT+ 2 kT] = TNKT 
289219 9 


Nhiệt dung đẳng tích của chất khí là: 


Đối với 1 phân tử gam chất khí, ta có:: 


7 
(vơi “ 2Ñ (1.68) 
c/ Thuyết nhiệt dung chất rắn cổ điển, Định luật 


Dulong - Petit 


Trong mạng tỉnh thể của chất rắn các nguyên tử thực 
hiện các dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng. Trong 
chừng mực nào đó ta có thể coi chúng là các dao động tử điều 
hòa ba chiều. Thế năng của dao động tử điều hòa phụ thuộc 
tọa độ dưới dạng toàn phương (U~q?), vì vậy giá trị trung bình 
của thế năng ứng với mỗi bậc tự do là kT/2. Mỗi nguyên tử là 
dao động tử điều hòa ba chiều (có ba bậc fự do), vì vậy số bậc 
tự do của ca hệ N nguyên tử sẽ là: f=3N 


Năng lượng trung bình của bệ là: 
E-iS*¿ ty = 8NkT 
2 2 
Đối với một phân tử gam: (E)mø = 3NọkT = 3RT 
Nhiệt dung đẳng tích được xác định bằng công thức: 
ö, = dỀ = 3Nk 
dT 
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Đối với một phân tử gam: 


(Cv)moi = 3Nọk = 3R (1.69) 


Hằng số khí R=8,31 jun/độ, vì vậy nhiệt dung đẳng tích 


của 1 mol chất rắn là: 


(Cv "moi = 3R > 25jun / mol. độ 


Như vậy, theo thuyết nhiệt dung cổ điển thì nhiệt dung 
chất rắn có giá trị không đổi theo nhiệt độ. Đó chính là định 
luật Dulong - Petit. Thực nghiệm cho thấy rằng định luật 
Dulong - Petit chỉ đúng đối với vùng nhiệt độ cao. Điều này 
rất dễ hiểu, bởi vì ở vùng nhiệt độ cao chúng ta có thể áp 
dụng thống kê cổ điển nói chung và định luật phân bố đều 
năng lượng theo các bậc tự do nói riêng. Đối với vùng nhiệt độ 
thấp nhiệt dung chất rắn phụ thuộc mạnh vào nhiệt độ (xen 
hình 14). Trong lý thuyết nhiệt dung cổ điển hệ các nguyên tử 
chất rắn được xem là hệ N dao động tử điều hòa cổ điển độc 
lập với nhau. Tuy nhiên, ở nhiệt độ thấp quan niệm ấy không 
đúng nữa vì hai lý do. Một là, các nguyên tử chất rắn phải 
tuân theo qui luật dao động điều hòa lượng tử, tức là có phổ 
năng lượng gián đoạn. Hai là, các nguyên tử này liên kết với 
nhau, chứ không thể xem là độc lập được. Ỏ chương sau 
chúng ta sẽ trở lại khảo sát kỹ vấn đề nhiệt dung chất rắn và 
sẽ chứng minh rằng đô thị biểu diễn sự phụ thuộc nhiệt độ 
của nhiệt dung chất rắn có dạng như trên hình 14. Dù sao thì 
ở nhiệt độ bình thường (nhiệt độ phòng thí nghiệm) đa số các 
chất rắn đều có nhiệt dung gần đúng như định luật Dulong - 
Petit (1.69). 
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Í¡ ch TẾ 


ðR 


th =5 Bì 
Hình 14. 


Trên bảng 2 có liệt kê nhiệt dung tính cho một mol của 
14 chất rắn ở nhiệt độ T=298°K. 


Bảng 2-Nhiệt dung (tính cho 1 mol) của một số chất ở 
nhiệt độ T=298°K. 


(Cvy) mol Tên chất (Cy) mol 
Jun/độ 1un/độ 


23,4 Đồng Cu 
Natri Na 
Thiếc Sn 
Platin Pt 
Chì Pb 

Bạc Ag 

Kim cương C 











Tên chất 










Nhôm AI 
Bismut Bì 
Vonfram W 
Giecmanl] Ge 









Vàng Au 
Cađiml Cd 
SIlic S1 
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§7.PHƯƠNG TRÌNH TRẠNG THÁI CỦA KHÍ THỰC 
CÓ MẬT ĐỘ LOANG 

Ỏ §4 chúng ta đã dựa vào phân bố Gibbs lượng tử để xác 
định phương trình trạng thái của khí lý tưởng. Kết quả cho 
thấy áp suất, nhiệt độ và thể tích của khí lý tưởng liên hệ với 
nhau qua phương trình Claperon - Mendeleev: 

PV=NkT 
Ta đưa vào các ký hiệu mới sau đây: 
= KỆ 0=kT 
N 
Phương trình trạng thái của khí lý tưởng có thể được viết 


lại dạng: 


Bx~x. (1.70) 
V 


Phương trình trạng thái này chỉ đúng đối với những chất 
khí mà các phân tử tương tác yếu tới mức có thể bỏ qua sự 
tương tác đó. 

Các phân tử khí thực bao giờ cũng tương tác với nhau, do 
đó phương trình trạng thái của khí thực bao giờ cũng khác 
biệt so với phương trình Claperon - Mendeleev. Người ta 
thường dùng nhiều phương trình miều tả gần đúng mối liên 
hệ giữa áp suất, nhiệt độ và thể tích của khí thực, chẳng 


hạn như phương trình nổi tiếng mang tên 


Vander Walls: 
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Ỏ đây a và b là các hằng số. Nếu lấy a = b= 0 thì phương trình 
này trở thành phương trình trạng thái của khí lý tưởng. 


Trong mục này chúng ta sẽ xác lập phương trình trạng 
thái của khí thực có mật độ loãng. Trong phép gần đúng được 
áp dụng ở đây thì đại lượng đóng vai trò tham số nhỏ chính là 
I1 N là cá : F c.. sa Đ Na . 
—=—, bởi vì chúng ta chỉ xét các khí loãng. Trong trương 
Vẻ V 
hợp khí loãng chúng ta có thể áp dụng phân bố Gibbs cổ điển 


(xem § 5). 

Để xác lập phương trình trạng thái gần đúng của khí 
thực chúng ta sẽ thực hiện những bước sau đây: 

1.Tính gần đứng tổng thống kê Z trong trường hợp có 
tương tác giữa các phân tử. 


2. Dựa vào biểu thức Z tìm được để tính năng lượng tự do 


ẤP sa... . S4. xău Xuổ sà 
3. Dựa vào công thức p= _ đê tính áp suất, từ đó có 


thể thấy rõ mối liên hệ giữa áp suất, nhiệt độ và thể tích, tức 
là tìm được phương trình trạng thái. F 

Trước hết chúng ta hãy tính tổng thống kê Z. Trong 
trường hợp thống kê cổ điển, tổng thống kê được xác định bởi 
công thức (1.43): 


_HŒœ,q) 
kT dpdq 





1 1 
= ——_— | e 
NI (2nh)f 


Để đơn giản chúng ta chỉ xét khí lý tưởng đơn nguyên tử, 
do đó số bậc tự do của hệ là f=3N. 


Trong hệ tọa độ Decartes ta có: 
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(q) = Œ, Fa,..., FN ) 
Trong đó ï, là bán kính véctơ xác định vị trí của phân tử 
i. Như vậy, chúng ta có thể viết lại biểu thức của Z như sau: 


: H(p,q) 
kT dpạ --:dPN díị ...ÑTN (1.72) 





1 1 
¬.—Ïý-Ÿ_Ÿ.-.————=n_ 
NỈ (2x„)3À 


Bây giờ chúng ta hãy khảo sát Hamiltonian của hệ. 
Trong đại đa số các trường hợp, các phân tử chỉ tương tác 
từng cặp, do đó thế năng tương tác giữa các phân tử có dạng: 

1 

U=— YUy (1.78) 

2izk 

Trong biểu thức này U„ là thế năng tương tác giữa phân 
tử ¡ và phân tử k. Thế năng này chỉ phụ thuộc khoảng cách 
giữa hai phân tử: 

Ư¿y = UÍ; - #, |) 


Thông thường dạng của hàm U rất gần với dạng thế năng 
Lennard - jJohns 


ä1 32 
Dữ) = 1T ng 
T 


Khi khoảng cách r > 2rạ, trong đó rạ= const, thì hai phân 
tử hút nhau, còn khi r < 2rọạ thì chúng đẩy nhau. 


Hamiltonian của chất khí có cấu trúc như sau: 


H(p,r) = Hạ + U 
ở đây Hạ là Hamiltonian của khí lý tưởng: 
N p2 
Họ = #—+_ 
¡=¡Zm 
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U là thế năng tương tác giữa các phân tử: 
tên a 
HH > Uặ, ÍE - # |) 
1#k 


Chú ý tới các biểu thức này chúng ta có thể viết 
lại(1.72)như sau: 


—.— “ 
Z=-Lxn}Ƒ3N [ ,.ƒe 3mkT 3P? dÿạ. đPN x Í - Íe KT ĐUjydR..dĩụ 
Ni —-œ  —œ I=1 —-œ —œ I#k 


Đối với khí lý tưởng, tổng thống kê Z¿ được tính theo 
công thức: 
- 1 
vÀ 1 ©œ $% =—_— 
Z0 “————x | --|® hi 3 Bị dp+ ...dPN 
NI (xu) -- -_ —œ ¡=1 


Từ đó ta có biểu thức tổng thống kê Z của khí thực: 


Ỏ đây Z,„ là tổng thống kê ứng với sự tương tác: 


Ẳ 
L 7 “ï “HY ởÝ¡ . fằầm “ 
Zint = vN sÀN Ƒe 2kT .? Uy ÍF; -Eụ |): ...dÊN (1.75) 
—œ —Ẳœ I#k 


Biểu thức trong dấu tích phân có thể được biến đổi như 
sau: 


1 1 


e 2kT 5U;y, =e 2k 5 Uy = Tũ+f:x) (1.76) 
I#k 1<i<k«<N 1<i<k<N 


Nếu chỉ xét khí loãng thì khoảng cách giữa hai phân tử 
rất lớn, vì vậy thế năng Uy rất nhỏ. Ta có thể lấy gần đúng: 
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Như vậy f„ cũng là đại lượng rất nhỏ. Chú ý tới điều này 
ta có thể viết lại (1.76) như sau: 
1 
e ?KT ĐUy =  JJÍ+fạ)=1+fy + fwfm 
I#k 1<i<k«<N 


| Tổng thống kê tương tác được tính gần đúng: 
1  “ _ MÔ số vi AC sg 
Zint = vNÌ -Í[[+ #xÍñ - %|)+ SfÍñ - x|)imÍ[n - ñx|ÌẰñ —dFN 


1 “ÏÍj. xÍ“Ằ xa 
Zint = 1+s>>[[fxf ~ Eu |Nữ...dÊN + 


1 Ò' ~wqx si ixus xuan 
to >I[[itl - E,|}[fị - F„ |Mfidñ,dĩ đấ„, +.. ctuải, 


Như vậy Z„„. là một chuỗi khai triển theo —- Ỏ đây 
V 


chúng ta chỉ giới hạn ở hai số hạng khai triển đầu tiên. 


1l ... m„-. 
Zimt =1+—> XÍƒfxÍR -f|Nf:df. 
V“ 1<i<k«N 


¬ 


Số hạng thứ hai bao gồm SN(N -1) số hạng như nhau: 
[[faÍF, - „|f;df, = Vƒ fđ).4xr”dr 
0 


Từ đó ta có: 


N(N -1)° 2 
-. 81714 —=— li wự 1y wẻ 
Zint + xã j 4n (r) 


Vì số phân tử N rất lớn nên ta có thể thay N-1 bằng N: 
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2 œ 
Zint = 1+ 2y [ tm®f)ản (1.78) 


Trong khoảng 0<r<2r,ta có thể lấy f(r)=-1, còn trong 


khoảng r > 2rạ thì f(r)= — .Từ đó ta tính được tích phân ở 


vế phải của (1.78): 


œ 2ro œ œ 
[r“f(r)dr =-Í r?dr - | TU. vVệp = -_ . ƒ UŒ)r”dr 
: 0 
0 0 2rọ 3 KT 2rọ 
Ta đưa vào ký hiệu: 
lö7n 
b=—m ' 
3 T0 
a =-22 [U(rìr”dr (1.79) 
2Fo 


Với các ký hiệu đó ta có: 





[r”f(r)dr = - . 
0 2m  2rkT 


Thay biểu thức này vào (1.78) ta được: 
ni b a | 





“it E11 V—|T ! 
NỶ(a 

⁄ 1 *——--- 

¡nt vi_ 


Theo định nghĩa năng lượng tự do, ta có: 
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F = -kTln Z = -kT In(2o - Z¡nt) 
NỶ(a 

F =-kTlnZ¿ -kTln|1+——|—-b 
ï LML. 2 


Đại lượng -kTlnZ¿ là năng lượng tự do của khí lý tưởng, 


do đó: 
"wr2 
F =Fạ -kTIn + | 
V | kT 


Số hạng đứng sau 1 là số hạng bổ chính có giá trị nhỏ 
hơn nhiều so với 1, vì vậy ta có thể lấy gần đúng: 


2 
F=Fu # kề = m 
V kT 
N 
F=Fọ + Tb-a) (1.80) 


Để xác lập phương trình trạng thái ta cần tính áp suất 
theo công thức: 


Ta có thể viết: 


ô :N? NkT Nˆ 
n. hòai ^ _ ÍWPh=aÌ| c S=<+—— ÍWTh= 
p XI =1 9| W v 3) 
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V 


. Ký hiệu N =v; kT=9, ta có thể viết lại biểu thức áp 
suất như sau: 
0 
p=s|+‡(b-3] (1.81) 
V V 9 


Đây chính là phương trình trạng thái gần đúng của khí 
thực có mật độ loãng . 

Ta dễ dàng thấy rằng mật độ loãng tức là 1/v rất nhỏ , 
thì phương trình trạng thái (1.81) trùng với phương trình 
Vander Walls . 

Thật vậy, ta có thể viết phương trình Vander Walls đưới 
dạng: 








* Ề- 1 b ` » k¿ , 
Khai triển ¬ b theo — là tham số nhỏ, ta có: 
V-— V 


1 | b | 
& —“lbt —E« 
v-b vw V 





Từ đó suy ra: 


pD= x|!*P~8)*- (1.82) 
V 0 : 


Nếu chỉ giới hạn tới số hạng thứ hai ta được phương 
trình dạng (1.81). Cần chú ý rằng trong (1.82) các hằng số a 
và b của phương trình Vander Wzlls được xác định bằng thực 
nghiệm. Trong phương trình (1.81) mà chúng ta xác lập được 
thì a và b là những hằng số được tính theo các công thức 
(1.79). Như vậy là chúng ta đã được mối liên hệ giữa các hằng 
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số a và b trong phương trình Vander Walls với các đại lượng 
đặc trưng cho sự tương tác giữa các phân tử khí. Theo (1.79) 
hằng số b liên hệ với khoảng cách cực tiểu khả di giữa hai 
phân tử (d„;„=2r¿) theo công thức: 


l6ïn ca 


27 
b= : = ˆa (min )” 





Hằng số a liên quan tới thế năng tương tác giữa hai phân 
tứ khí theo công thức: 


a = -2n ƒ UŒ)r”dr 
2ro 
Phương trình (1.81) là kết quả tính gần đúng bậc 1. Nếu 
tính tới các bậc cao hơn chúng ta sẽ được phương trình có 
dạng: 


§8. LÝ THUYẾT LƯỢNG TỬ VỀ NHIỆT DUNG 
CHẤT RẮN 


Ở mục 6, khi khảo sát một số thí dụ áp dụng định luật 
phân bố đều năng lượng theo các bậc tự do chúng ta đã đề cập 
tới vấn đề nhiệt dung chất rắn. Xuất phát từ chỗ coi chuyển 
động của các nguyên tử trong vật rắn như chuyển động của 
hệ N dao động tử điều hòa cổ điển, chúng ta đã tính được 
nhiệt dung của 1 mol chất rắn: - 


(Cv)moi = 3R z 25j/ mol. độ. 
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Như vậy, theo lý thuyết cổ điển thì nhiệt dung chất rắn 
không phụ thuộc nhiệt độ - đó là nội dung định luật Dulong - 
Petit. Thực nghiệm cho thấy rằng định luật Dulong-Petit chỉ 
đúng ở nhiệt độ cao. Điều này là dễ hiểu, bởi vì ở nhiệt độ cao 
thì việc áp dụng thống kê cổ điển là hợp lý. Ở nhiệt độ thấp, 
nhiệt dung phụ thuộc mạnh vào nhiệt độ và tiến tới 0 khi 
nhiệt độ tiến tới 0°K. Để giải thích được tính cách như vậy 
của nhiệt dung lẽ tất nhiên phải áp dụng thống kê lượng tử. Ỏ 
đây chúng ta sẽ khảo sát hai mốc quan trọng trên bước đường 
hoàn thiện lý thuyết nhiệt dung chất rắn - đó là lý thuyết 
Einstein và lý thuyết Debye. 

8.1.Lý thuyết nhiệt dung chất rắn của Einstein 

Nhằm khắc phục thiếu sót của lý thuyết nhiệt dung cổ 
điển , năm 1907 Binstein đưa ra lý thuyết dựa trên quan điểm 
lượng tử. Einstein quan niệm chuyển động của các nguyên tử 
trong vật rắn là chuyển động của các dao động tử điều hòa 
lượng tử ba chiều. Theo cơ học lượng tử, dao động tử điều hòa 
một chiều với tần số. œ có phổ năng lượng gián đoạn được xác 
định theo công thức: 


En = ho|n +2] (1.83) 


trong đó n là các số nguyên, kể cả 0. 


Biết phổ năng lượng của dao động tử và nhiệt độ T của 
hệ, chúng ta có thể tính được năng lượng trung bình. 


Trước hết ta tính tổng thống kê Z của dao động tử theo 
công thức: 
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Dựa theo (1.83) ta có: 
hœ ' TẾ, 


Z=e ?kT 9e kT (1.84) 


n=0 





ho hœ ° 
Vì —>Onên --_—— <1. Dựa theo công thức tính tốn 
KT kT , , 


của cấp số nhân lùi vô hạn, ta có: 


Z=Z————- ` (1.85) 


Biết tổng thống kê Z, ta tính được năng lượng trung bình 
(xem. 1.20): 


e=kT2-—InZ (1.86) 


Thay Z2 từ (1.85) vào (1.86) và thực hiện phép tính đạo 
hàm theo T' ta được: 


E E= ho — ho - = LH (1.87) 
2 ho 2 kT 
ekT -] 


Vì mỗi nguyên tử có 3 bậc tự do nên hệ N nguyên tử 
trong vật rắn là hệ 3N dao động tử điều hòa một chiều. 
Einstein quan niệm rằng tất cả các nguyên tử đều cùng chung 
một tần số dao động œ. Trên cơ sở quan niệm đó và kết quả 
(1.87) ta tính được năng lượng trung bình của hệ: 
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ho hœ 


Œ = Ng = 8N —+ 
9 ho 


ekT _—1 





Lấy đạo hàm năng lượng trung bình theo nhiệt độ ta sẽ 
tính được nhiệt dung đăng tích: 
ho 
Ề ØE s 3Nh”oZ ekT 
V øPn kT? ho 3 
ekT _1 


(1.88) 


Như vậy, theo lý thuyết Einstein thì nhiệt dung vật rắn 
phụ thuộc nhiệt độ theo qui luật khá phức tạp. Chúng ta lần 
lượt khảo sát dáng điệu phụ thuộc nhiệt độ trong hai trường 
hợp: nhiệt độ cao và nhiệt độ thấp. 


a/ Trường hợp nhiệt độ cao: 


Xét trường hợp khi nhiệt độT >> = Đại lượng T; = Ñ 


gọi là nhiệt độ Einstein. Khi nhiệt độ T lớn hơn rất nhiều so 
với nhiệt độ Einstein ta có thể khai triển gần đúng theo đại 


hú 
lượng —— << l1: 
kT 


[dTÓ) 
l+— 
kĩ 


lí 


Thay giá trị này vào biểu thức (1.88) ta được: 


N 3SNh?øœZ h hœ l 5 


TY mồ kT |ho/ 


kT 
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Vì n <<1 nên có thể lấy gần đúng: 
Cy =3Nk 
Đối với Imol, nhiệt dung có giá trị: 
(CvJmoi = 8NÑạk = ñR 
Như vậy trong vùng nhiệt độ cao kết quả (1.88) của lý 


thuyết Einstein phù hợp với kết quả cổ điển, tức là định luật 
Dulong - Petit. 


b/ Trường hợp nhiệt độ thấp: 
Xét trường hợp nhiệt độ thấp, khi hệ thức T<< r5 =1 


: h ' . Ï . á xu lð 
được thỏa mãn. Trong trường hợp này = >>1, do đó ta có thê 


bỏ qua số 1 ở mẫu số của vế phải biểu thức (1.88): 


Như vậy, theo lý thuyết Einstein thì ở vùng nhiệt độ 
thấp nhiệt dung phụ thuộc nhiệt độ dưới dạng: 


C,~-Le *e/kT (1.89) 
TZ 


Qua đó ta thấy: lim , =0 


Kết quả (1.89) phù hợp về định tính với thực nghiệm: 
nhiệt dung tiến tới 0 khi nhiệt độ tiến tới 0 độ tuyệt đối. Tuy 
nhiên, thực nghiệm cho thấy rằng nhiệt dung vật rắn tiến tới 
0 theo qui luật C„~T° chứ không tiến tới 0 quá nhanh như qui 
luật (1.89). Đây chính là thiếu sót của lý thuyết Einstein. 
Thiếu sót này bắt nguồn từ chỗ Einstein quan niệm rằng tất 


1ö1 


ca các nguyên tử trong vật rắn đều dao động với cùng một tần 
số. 


8.2.Lý thuyết Debye 


Năm 1912 Debye đưa ra lý thuyết mới về nhiệt dung chất 
rắn. So với lý thuyết Einstein thì lý thuyết Debye phù hợp tốt 
hơn với thực nghiệm, vì vậy cho đến nay nó vân được coi là lý 
thuyết đúng đắn nhất. Dưới đây chúng ta sẽ điểm qua những 
nét cơ bản nhất trong lý thuyết Debye. 


Trong mạng tinh thể chất rắn các nguyên tử tương tác 
với nhau, vì vậy chúng chuyển động như các dao động tử liên 
kêt, chứ không phải là các dao động tử độc lập như trong lý 
thuyết Einstein. Mỗi nguyên tử có ba bậc tự do, vì vậy tập hợp 
N nguyên tử trong vật rắn là tập hợp 3N dao động tử điều 
hòa lượng tử liên kết, với 3N tần số khác nhau, kể từ tần số 0 
cho tới tần số cực đại œp (tần số Debye). 


Chuyển động dao động tập thể của các nguyên tử liên kết 
tạo thành sóng âm, tức là sóng đàn hồi trong vật rắn. Sóng 
âm trong vật rắn gồm hai loại: sóng dọc và sóng ngang. Ta ký 
hiệu vận tốc truyền sóng dọc là C,, vận tốc truyền sóng ngang 
là cụ, 


Hệ 3N dao động tử điều hòa liên kết có thể được thay 
bằng tập hợp 3N dao động chuân (hay còn gọi ià “ mố?”). Nếu 
vận tốc truyền sóng là C, tần số là œ thì trong khoảng 
(@„œ@ + do ) số lượng các dao động chuẩn được tính theo công 


2 


thức: đN(œ) = p(@)do bề do 
= (QÒ)= (@Ò = 
, 2r2C3 





Để ý rằng sóng âm trong vật răn bao gôm sóng ngang và 
sóng dọc với vận tốc truyền khác nhau: mặt khác, sóng ngang 
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lại có hai khả năng phân cực, ta có thể tính số dao động 
chuẩn trong khoảng (@,@ + do ) theo công thức: 


“ 
dN(œo) = vụ “”... do 
2x2 “" =” 





Để thuận tiện ta đưa vào đại lượng C xác định theo hệ 
thức: 


——=——+—— (1.90) 
Đại lượng C có thứ nguyên như vận tốc truyền sóng. Bây 
giờ ta có thể viết lại biểu thức đN(œ)như sau: 


3Vøœ2 
2r2Cở 





dN(ø) = do (1,51) 


Hệ 3N dao động chuẩn có tần số khác nhau, kể từ 0 cho 
tới tần số cực đại œp. Giá trị của œp xác định từ điều kiện: 


3V 
2r^CŒ° 





ĐD Mỹ , 
| dN(ø) = | œ “do = 3N (1.92) 
0 0 


Sau khi lấy tích phân ta được: 
1/3 
®p = clsr" vị (1.93) 


Tần số @„ gọi là tần số Debye. Nó tuỳ thuộc vận tốc 
truyền sóng âm trong vật rắn và mật độ nguyên tử trong môi 
trương đó. 

Trên cơ sở (1.93) ta có thể viết lại (1.91) dưới dạng: 


dN(œ) = Ý s?#4o (1.94) 


úp 
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Mỗi dao động chuẩn là một dao động tử điều hòa lượng 
tử, vì vậy năng lượng trung bình của mỗi dao động chuẩn là: 





“ ho hœ 
c(@) —= sa. + ho (1.95) 
ekT -1 


Năng lượng trung bình của cả hệ 3N dao động chuẩn 
được tính theo công thức: 


xế", 
E= Js(o)dN(o) 
0 


Thay các biểu thức (1.94) và (1.95) vào vế phải của công 
thức trên ta được: 





3 
- 9N» ƒ 3d 9N» v. đu (1.96) 
2 2 họo› 
2@Ð 0 (1 _— 
ekT -] 


Số hạng thứ nhất ở vế phải của (1.96) không phụ thuộc 
T, vì vậy nhiệt dung €, được tính như sau: 


_ôE_9Nh ô°P ø` 





Gv øn _ s3 ØT j ho do 
X ekT -1 
Từ đó ta có: 
ho 
9Nk°P  ekT (j@\Ÿ s 
V = —a- ... tu — (@Ò đo 
ekT -] 


Đặt = =x, ta có thể viết: 
PM 
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PT vi 
C¿= 2Nkiƒ = | Ì z —=v& 
ñ@ 0 lc* -Ƒ 


Đại lượng T: “. được gọi là nhiệt độ Debye. Với ký 


hiệu đó ta có thể viết lại biểu thức nhiệt dung như sau: 
Tp 


H, `. . (1.97) 
Tpj d ph} cây 


Người ta thường viết biểu thức nhiệt dung vật rắn dưới 
dạng ngắn gọn: 


Cy= = 3NRD TP) (1.98) 
Ã ` 
trong đó D là hàm Debye được xác định như sau: 
œ 4x 
D0 ===Í+ —— (1.99) 
"na 
Đối với 1 mol ta có: 
(Cv )a¡ = 3RD TP) (1.100) 


Kết quả này cho ta thấy nhiệt dung của mạng tinh thể 
chất rắn phụ thuộc nhiệt độ như thế nào. Ta hãy xét dáng 
điệu của (C,)„¿¡ trong hai vùng nhiệt độ khác biệt: nhiệt độ 
cao và nhiệt độ thấp. 

a/ Trường hợp nhiệt độ cao: 


Xét vùng nhiệt độ thỏa mãn điêu kiện T >> Tp = X^ VỚI 


điều kiện này thì _ có giá trị rât nhỏ. 
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Ta hãy khảo sát hàm Debye khi biến số rất nhỏ. Theo 
định nghĩa (1.99) ta có: 


œŒ 4_x 
— 


Nếu œ rất nhỏ thì ta có thể lấy gần đúng: 


e* l+x 1 
k* Ƒ ”” 5 
3 Œœ 
D(œ) = —— [x”dx =1 
ồ 
œ” 0 


Dựa vào kết quả này và biểu thức (1.100) ta có: 

(Cy) vy =3 (khi T >> Tạ) 

Điều này có nghĩa là trong vùng nhiệt độ cao lý thuyết 
Debye phù hợp với định luật Dulong - Petit. 


b/ Trường hợp nhiệt độ thấp: 


‹ n " R 2 š ` Kĩ hú 
Xét vùng nhiệt độ thỏa mãn điều kiện T<<Tp SH 3% 


` T ^“ + , “®%, ° , ` 
Trong trương hợp này tất lớn, do đó ta phải khảo sát hàm 


D(œ) khi œ rất lớn. Từ định nghĩa ta thấy rằng rất lớn thì 
cận trên của tích phân ở vế phải biểu thức (1.99) có thể thay 


bằng œ, do đó: 


3 


0 
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Thay kết quả này vào (1.100) ta được: 


4 
(Cy ơi = —==ự (1.101) 
BTỔ 


Như vậy trong vùng nhiệt độ rất thấp lý thuyết Debye 
cho kết quả phù hợp rất tốt thực nghiệm: 


(C ]moi tr . 


Trên hình 15 có vẽ đô thị biểu diễn sự phụ thuộc nhiệt 
độ của nhiệt dung chất rắn theo các kết quả của lý thuyết cổ 
điển (định luật Dulong-Petit), lý thuyết Einstein và lý thuyết 
Debye. 


Kông 
Dulong-Petit 
'-- g 
3 “⁄———»Debye 
ị /2I N Einstenn 
0 na 
Hình 15 


Như đã trình bày ở trên định luật Dulong-Petit 
((C,)„.¡=3R) chỉ đúng khi nhiệt độ T lớn hơn nhiều so với nhiệt 


đô Debye Tp "__-.a Các chất rắn khác nhau có nhiệt độ 
| k 


— 
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Debye khác nhau, do đó lĩnh vực nhiệt độ cho phép áp dụng 
định luật Dulong-Petit cũng khác nhau. Điều này cho phép 
chúng ta hiểu được một thực tế: cùng ở nhiệt độ phòng thí 
nghiệm nhưng một số chất rắn có nhiệt dung (C,)„„¡ xấp xỉ 3R, 
còn một số khác lại có nhiệt dung (C,)„¿¡ khác nhiều với giá trị 
3R. Chẳng hạn, nhiệt độ Debye của chì (Pb) có giá trị cỡ 88”K, 
vì vậy nhiệt độ phòng thí nghiệm (T~300”K) đã là khá cao so 
với Tp, do đó nhiệt dung (C,)„„¡ của chì trong điều kiện phòng 
thí nghiệm có giá trị cỡ 3R (số liệu thực nghiệm là (C,)„„; 
=27,8jun/độ; xem bảng 2). Kim cương có nhiệt độ Debye rất 
cao (Tp~800°K), vì vậy ở nhiệt độ phòng thí nghiệm (T~300”°K) 
nhiệt dung của nó không tuân theo định luật Dulong-Petit (ở 
nhiệt độ T=298°K, kim cương có nhiệt dung (C,)„„¡ =6,1j]un/độ: 


cũng xem bảng 2). 


Còn một điểm nữa chúng ta cần lưu ý. Nhiệt dung của 
kim loại bao gồm hai phần là nhiệt dung của mạng các ion 
dương và nhiệt dung của các điện tử tự do. Những kết quả 
tính toán nói trên chỉ liên quan tới nhiệt dung của mạng các 
ion dương. Ký hiệu CỶ là nhiệt dung của các ion dương và 
Cÿ là nhiệt dung của các điện tử tự do, ta có thể viết biểu thức 


nhiệt dung của kim loại như sau: CC, =C¿, +C§ 


Ở nhiệt độ cao cỡ nhiệt độ phòng thí nghiệm nhiệt dung 
của các điện tử nhỏ hơn nhiều so với nhiệt dung của mạng các 


ion dương, do đó ta có thể lấy gần đúng: 


Ễ„ = #* (nhiệt độ cao) 
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Ỏ vùng nhiệt độ thấp ta thấy có tình trạng ngược lại. Khi 
T->0fK thì nhiệt dung của khí điện tử tự do cõ: CỆ$ ~T 


Theo kết quả của lý thuyết Debye (xen 1.101) thì khi 
T>0K nhiệt dung của mạng các ion dương có giá trị cỡ: 
8B...” 

Như vậy rõ ràng là ở nhiệt độ thấp thì Cỷ << C‡. Vì vậy, 
ở nhiệt độ thấp nhiệt dung của kim loại chủ yếu là nhiệt dung 


của khí điện tử tự do trong kim loại: 


C¿„ =CỆ (nhiệt độ thấp) . 
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Chương II 


PHÂN BỐ GIBBS SUY RỘNG-PHÂN BỐ 
FERMI-DIRAC VÀ PHÂN BỐ BOSE-EINSTEIN 


Chương này dành cho việc khảo sát các hệ hạt đồng nhất 
không tương tác, tức là các khí lý tưởng bao gồm các hạt đồng 
nhất. 


Qui luật thống kê của hệ các hạt đồng nhất không tương 
tác phụ thuộc đặc điểm hàm sóng của hệ. Trong cơ học lượng 
tử ta biết rằng nếu các hạt có spin nguyên (S = nz) thì hàm 
sóng của hệ đối xứng, còn nếu các hạt có spin bán nguyên 
g- ng thì hàm sóng của hệ phản đối xứng. Các hạt có 
spin nguyên gọi là các boson, còn các hạt có spin bán nguyên 
gọ1 là các fermion. Lượng tử ánh sáng (pho£on) là hạt boson. 
Các hạt như electron (điện fử), positron, proton và neutron 
đều là các fermion. Nói chung, hạt bao gồm một số lẻ các 
fermion là hạt fermion, còn hạt bao gồm một số chăn các 
fermion thì lại là boson. 


Các hạt có spin bán nguyên (erzm:on) tuân theo nguyên 
lý Pauli: trong mỗi trạng thái lượng tử đơn hạt không thể có 
quá một hạt. Nếu ký hiệu N, là số hạt fermion trong trạng 
thái k, theo nguyển lý Pauli ta có N,=0,1. Các hạt có spin 
nguyên (öoson) không bị chỉ phối bởi nguyên lý cấm Pauli, do 
đó số hạt boson trong mỗi trạng thái lượng tử là bất kỳ. Ta 
có thể viết N,=0, 1, 2, Xe“ Do có sự khác biệt sâu sắc như Vậy 
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nên hai loại hạt boson và fermion tuân theo hai qu1 luật phân 
bố thống kê khác nhau. Ứng với hệ các boson có qui luật phân 
bố Bose - Einstein: còn ứng với hệ các fermion có qui luật 
phân bố Fermi - Dirac. Trong chương này chúng ta sẽ xác lập 
hai qui luật phân bố Bose-Einstein và Fermi - Dirac, đồng 
thời chứng minh rằng hai qui luật phân bố này sẽ nhập làm 
một và trở thành qui luật phân bố Boltzmann cổ điển trong 
trưởng hợp có thể chuyển từ thống kê lượng tử về thống kê cổ 
điển. Chúng ta cũng sẽ khảo sát một số trường hợp áp dụng 
điển hình của hai loại phân bố nói trên. Cụ thể là, chúng ta sẽ 
khảo sát tập hợp các điện tử tự do trong kim loại (khí lý tưởng 
Ferm:), tập hợp các photon trong trưởng bức xạ nhiệt (bhí lý 
tưởng Bose) cùng một số vấn đề khác. 


Trước đây, để xác lập qui luật phân bố thống kê của hệ 
cân bảng nhiệt động chúng ta đã xét hai mô hình: hệ biệt lập 
(năng lượng uà số hạt bhông đổi) và hệ mở (trao đổi năng 
lượng nhưng số hạt uân bhông đổi). Đề thuận tiện cho VIỆC 
xác lập các qui luật thống kê Bose-Einstein và Fermi - Dirac, 
chúng ta sẽ khảo sát mô hình mở rộng hơn: hệ vừa trao đổi 
năng lượng, vừa trao đổi cả số°hạt. Trong mô hình này khi hệ 
cân bằng với môi trường thì số hạt của hệ vẫn có thể thay đổi 
xung quanh øgiá trỊ trung bình. Như vậy, số hạt N của hệ là số 
hạt trung bình trong trạng thái cân bằng nhiệt động. Hệ có số 
hạt thay đổi tuân theo qui luật thống kê gọi là phân bố Gibbs 


Suy rộng. 


§1.PHÂN BỐ GIBBS SUY RỘNG 


Như trên đã trình bày , chúng ta cần khảo sát hệ cân 
bằng nhiệt động với môi trường có nhiệt độ T trong trường 
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hợp cả năng lượng và số hạt của hệ có thể thay đổi do tương 
tác không ngừng với môi trường. Mô hình loại hệ như vậy 
được diễn tả trên hình 16. 


Để sử dụng nguyên lý đẳng xác suất ta xét hệ biệt lập, 
bao gồm hệ cần nghiên cứu và môi trường ngoài. Ký hiệu 
năng lượng của hệ cần nghiên cứu là E„, năng lượng của môi 
trường là E,, số hạt của hệ là N, số hạt của môi trưởng là N,. 

Ta có thể viết các hệ thức 


En +lBy = Eọ = const (2.1) 
N+N¿=Nog = const ta) 





Hình 16 


Ỏ đây E¿ và Nạ là năng lượng và số hạt của hệ lớn được 
xem là biệt lập. 


Thông thường mỗi hệ cụ thể cần nghiên cứu đều có kích 
thước nhỏ hơn nhiều so với môi trường (phải hiểu là tất cả các 
hệ còn lại trong uũ trụ), Vì vậy ta có các điều kiện: 


N<<N, do đó N <<N; (2.3) 
B„ <<, do đó E, << Eọ (2.4) 
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Vấn đề đặt ra là phải tìm xác suất để khi cân bằng với 
môi trường có nhiệt độ T thì hệ có năng lượng E, và số hạt là 
N. Ký hiệu xác suất phải tìm là œ(E„,N). 


Khi hệ có năng lượng E¿ thì môi trường có năng lượng 
Et =Eọ -En. Khi hệ có số hạt là N thì môi trường có số hạt 
Ny=No-N. Theo nguyên lý đẳng xác suất, khả năng tồn tại 


trạng thái của hệ với năng lượng E, và số hạt N sẽ tỉ lệ với số 
trạng thái vi mô của môi trường có năng lượng E: =Eo-En Và 
số hạt N: =Nog -N. 
Ký hệu ar là trọng số thống kê của môi trường ta có thể 
viết: 
ø(E„,N) ~ AIt(Eo - E„,Nạ -N) (2.5) 

Ỏ đây, ar; là trọng số thống kê (hay số trạng thái uỉ mô) 
ứng với năng lượng Eọ - Eạ và số hạt Nọ -N của môi trường. 
Ký hiệu S5, là entrôpi của môi trường, ta có thể viết: 

St = klnAl: 
Từ đó suy ra: 
bi 
AI =€ k (2.6) 
Lưu ý tới (2.6) ta có thể viết lại (2.5) như sau: 
o(E„,N)~ exp| LS.(Bu =E..HăĂ. _NÌ| (2.7) 


Ở đây S,(Eo -En,Nọ -N) là entrôpi của môi trường khi 
hệ cân bằng với môi trường và có năng lượng E;„, số hạt N. 
Chú ý tới các điều kiện (2.3) và (2.4) chúng ta có thể khai 


triển gần đúng hàm §, ở vế phải của biểu thức (2.7) như sau: 
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Ø5 Ø5 
S/(Eo - Eạ.Nọ = N)=S(Eo,No)-[ St] N- 
E=E 


(2.8) 
Đại lượng E3 chính là nghịch đảo của nhiệt độ 
E=Eo 


môi trưởng: 


E3 “+ 
ðE jg-p„ T 


Đại lượng li] liên hệ với thê hóa HH cua môi 
N=N 


trương theo hệ thức: 


K3 —_ 


Như vậy ta có thể viết lại (2.8) như sau: 


Thay kết quả này vào vế phải của biểu thức (2.7) ta được: 


S.(Eo.No) _E,-MN 


œ(B,N)~e + e 








Vì Bạ, Nọ là các hằng số nên S,(Eo,Nọ) cũng là hằng số, 
do đó exp_ E,(Eo,Nạ)}cũng là hằng số. Ta có thể viết biểu 
thức phân bố xác suất dưới dạng: 

_ Pa HN 


: o(En,N)=Ae kĩ (2.9) 


trong đó A là hệ số chuẩn hóa. 
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Cân lưu ý rằng khi hệ cân bằng nhiệt động với môi 


—" thì nhiệt độ và thế hóa là chung, do đó các đại lượng T 
H trong biểu thức (2.9) chính là nhiệt độ và thế hóa của hệ 


cần khảo sát. 


Điều kiện chuẩn hóa xác suất cho phép xác định A trong 
biêu thức (2.9): 








O œ _En-HN 
> >ø(En;N)= A A »e kĩ =] 
N=0 n N=0 n 
_Bn-HMN 
Ký hiệu =“Š »e kĩ ta có:A .... 
N=0 n 
1 _En- -HN 
œ(En;N) = _ = (2.10) 


gØT 


Đại lượng Z„. gọi là tổng thống kê suy rộng, còn biểu 
thức phân bố (2.10) gọi là phân bố Gibbs suy rộng, hay phân 
bố chính tắc lớn. 


§2.HỆ LÝ TƯỞNG BAO GỒM CÁC HẠT ĐỒNG NHẤT 
PHÂN BỐ FERMI - DIRAC VÀ 
PHÂN BỐ BOSE - EINSTEIN 


2.1.Đặc điểm hàm sóng của hệ lý tưởng bao gồm các 
hạt đồng nhất. Nguyên lý Pauli 


Xét hệ bao gồm N hạt đồng nhất độc lập, tức là N hạt 


không tương tác. Hamiltonian của hệ có dạng tổng các 


Hamiltonian của từng hạt: 


Ñ = li +Ñạ +..+ HN (2.11) 
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Ký hiệu \/ là hàm sóng miêu tả trạng thái của hệ, E là 
năng lượng của hệ trong trạng thái đó, ta thấy w và E được 
xác định là hàm riêng và trị riêng tương ứng của toán tử H, 
tức là được xác định bằng cách giải phương trình Shrodinger. 

Hựn = EnVWn (2.12) 

Hàm sóng !, (x¡) và năng lượng eạ, của hạt 1 được xác 


định từ phương trình : 


^ˆ^ 


H¡Vn, =En, Vn, TL toa „N) 


Các trạng thái Ẩn, gọl1 là trạng thái đơn hạt. Từ (2.11) và 


(2.12) ta thấy rằng năng lượng của hệ phải bằng tổng năng 
lượng của từng hạt, còn hàm sóng của hệ bằng tích hàm sóng 
của từng hạt: 


T =n, XI), @2)....... Tny (XN) (2.138) 


Khi viết biểu thức (2.13) ta chưa chú ý tới tính chất đồng 
nhất của các hạt, vì vậy hàm sóng dạng (2.13) không phải là 
đối xứng và cũng không phải là phản đối xứng. 

Pauli đã chứng minh rằng hàm sóng của hệ các hạt 
boson (Spin nguyên) là đối xứng, còn hàm sóng của hệ các hạt 
fermion (Spin bán nguyên) là phản đối xứng. 


Hàm sóng w/.(Xị,X;,..... xụy) øọi là đối xứng nếu nó không 
thay đổi dấu khi ta hoán vị hai hạt i và k tùy ý: 


Noo Th=—— XE Xu»: Xụ;::... %...._ 


Hàm sóng W,(X:,X;,..... Xxq) øọi là phản đối xứng nếu nó 
đổi dấu khi ta hoán vị hai hạt i và k tùy ý: 
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HH VƯNNG co: lu (.... Xu)  =WĂÄqccc= pc, TƯ, 

Từ hệ các hàm sóng đơn hạt (W,(x;).1; (X;), 
Œ,.(x¿)..f„ (x„)) ta dễ dàng thiết lập hàm sóng của hệ có tính 
đối xứng hoặc phản đối xứng. 

Ký hiệu N; là số hạt ở trạng thái Wạ,, N; là số hạt ở 
trạng thái ạ,,v.V... ta dễ dàng thấy rằng hàm sóng đối xứng 


đã chuẩn hoá của hệ các hạt boson là: 


NI 





\Ws = 2,n, (X1)Wn, (X2)...\ng(XN) — (2.14) 
(p) 


Ở đây Y là ký hiệu lấy tổng theo mọi hoán vị n, và nụ 
(p) 
(hoặc +x, Uò #g ). 
Các số N;,N;,... phải thoả mãn điều kiện: 
ly Tiu....# By +-...... =N 
Trong đó N là tổng số hạt của hệ. 


Để dễ hiểu ta xét trường hợp hệ gồm 2 hạt (N = 9). Giả 
sử mỗi hạt có thể nằm trong trạng thái w, hoặc w;, khi đó 
hàm sóng đối xứng của hệ là: 


Mạ “ SIM Ma(x;)+ Wị(xXa)M2(Xị | 


P 


Rỗ ràng là w, không thay đổi khi hoán vị các chỉ số 1 
và 2. 

Bây giờ ta hãy thiết lập hàm sóng phản đối xứng.Ta dễ 
dàng thấy rằng hàm sóng phản đối xứng của hệ fermion độc 


lập là: 


14/ 


Wnn (xi) Wn, (Xa) -=- Wn, (N) 
l1 |VWn; (x¡) Wn, (X;) „ng ng (xụ ) (2.15) 
IWnụ (xị) Wnụ (xa) . =  NMng (XN 


Rõ ràng là nếu hoán vị hai chỉ số bất kỳ n, và nạ (hoặc 
x; và x„ ) thì định thức sẽ đổi dấu , do đó hàm sóng cũng đổi 
dấu. Nếu hai hoặc nhiều hạt cùng ở trong một trạng thái thì 
định thức sẽ chứa hai hoặc nhiều cột giống nhau, do đó 
a =0, nghĩa là trạng thái đó của hệ không tồn tại. Như vậy, 
hàm sóng (2.15) thỏa mãn nguyên lý cấm của Pauli: trong mỗi 
trạng thái đơn hạt chỉ có tối đa 1 hạt fermion. 


2.2.Biểu diễn trạng thái của hệ bằng các số "lấp 


tt 


đầy 

Đối với hệ các hạt đồng nhất chúng ta không cần biết cụ 
thể hạt nào ở trạng thái nào, mà chỉ cần biết trong mỗi trạng 
thái đơn hạt có bao nhiêu hạt. Sở dĩ như vậy là vì khi đổi chỗ 
hai hạt bất kỳ thì hàm sóng cùng lắm chỉ có thể đổi dấu, do đó 
chúng ta vân không có được trạng thái mới. Ký hiệu N¿ là số 
hạt ở trạng thái lượng tử k (biểu diễn bởi hàm sóng wy), khi 
đó trạng thái của cä hệ N hạt độc lập được xác định bởi tập 
các con số Nụ: 


(N,)=(N;, N›,...N....) 


Hai tập khác nhau dù chỉ một con số cũng là hai tập biểu 
diễn hai trạng thái khác nhau. Các số lượng tử N¿, gọi là các 
số “ lấp đầy” trạng thái đơn hạt. Vì cả hệ chỉ có N hạt nên các 
số N, thỏa mãn điều kiện: 


5N = N (2.16) 
k 
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Đối với hệ nhiều hạt chúng ta không thể xác định được 
các số N,, vì vậy vấn đề đặt ra là xác định giá trị trung bình 
của các số Nị. Lẽ dĩ nhiên là các số Nụucũng thoả mãn điều 
kiện tương tự như (2.16) : 


ĐNL=N (2.17) 
k 


Đối với hệ các hạt boson , số hạt N, trong mỗi trạng thái 
là tùy ý ( tối đưa có thể là N ). Ta có thể viết : 
Ñ, =ñ1,8......x ( đốt uới hệ boson ) 
Còn đối với hệ fermion thì do nguyên lý cấm của Pauli N, 
chỉ có thể là 0 hoặc là 1: 
Ñ, =Z0,1 ( đối uới hệ ƒermion ) 
Cần lưu ý rằng trong cả hai trường hợp N, đều là các số 


nguyên dương hoặc số 0.Tuy vậy các giá trị trung bình thống 
kê Nụ có thể nhận giá trị không nhất thiết phải nguyên. 


- Nếu biết được các giá trị trung bình Nụ thì ta đễ đàng 


tính được các đặc trưng nhiệt động của hệ. Nói riêng, năng 
lượng trung bình của hệ được tính theo công thức 


E= Ye,Nạ (2.18) 
k 


Số hạt của cả hệ sẽ được tính theo điều kiện (2.17): 
N=ENạ (2.19) 
k 
Như vậy khi khảo sát hệ lý tưởng bao gồm các hạt đồng 
nhất thì vấn đề then chốt phải giải quyết là xác định số hạt 


trung bình Nụ trong trạng thái lượng tử k. 
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2.3.Phân bố Bose - Einstein và phân bố Fermi - 
Dirac _ 


Bây giờ chúng ta bắt đầu giải quyết vấn đề nêu ở trên, 
tức là tìm công thức tính số hạt trung bình trong mỗi trạng 
thái lượng tử đơn hạt. 


Để tính các số hạt trung bình chúng ta cần biết xác suất 
trạng thái của cá hệ, tức là xác suất củúa mỗi tập 
(Nh,...N;,...N,,...). Trong khi tìm xác suất này chúng ta gặp 
một trở ngại lớn: luôn luôn phải lưu ý tới điều kiện ràng buộc 
các số N:: 


3N¡ =N =const 
l 


Trở ngại này thể hiện rõ khi tính tổng thống kê của hệ, 
tức là tính hệ số chuẩn hóa của xác suất. 


Để khắc phục trở ngại này chúng ta không xét mô hình 
hệ có số hạt bất biến, mà xét mô hình hệ mở tổng quát, tức là 
hệ có thể trao đổi cả năng lượng và vật chất với môi trường. 
Số hạt của hệ có thể nhận giá trị từ 0 tới œ với xác suất khác 
nhau. Điều quan trọng là khi hệ cân bằng nhiệt động với môi 
trường thì số hạt của hệ chỉ thăng giáng không đáng kể xung 
quanh giá trị trung bình. Số hạt trung bình đó được xem là số 
hạt thật của hệ. Vì lẽ đó, đáng lẽ phải khảo sát hệ N điện tứ 
tự do trong kim loại với điều kiện số điện tử là không đổi, 
chúng ta có thể xét hệ điện tử nằm trong những điều kiện cân 
bằng nhiệt động hoàn toàn tương tự, nhưng số điện tử có thể 
thay đổi (thoát qua mặt phân cách ra ngoài hoặc từ ngoài 
vào), miễn là số điện tử trung bình bằng N. Ta có thể khẳng 
định rằng nếu tính số điện tử trung bình trong trạng thái 
lượng tử k nào đó dựa theo hai mô hình nói trên thì kết quả sẽ 
như nhau. Nói cách khác, thay cho phân bố chính tắc chúng 
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ta có thể áp dụng phân bố chính tắc lớn, hay phân bố Gibbs 
Suy rộng. 
Trong phần này chúng ta sẽ dùng các ký hiệu sau đây: 
(N,N,) là trạng thái của hệ với số hạt tổng cộng là N, 
trong đó có N, hạt ở trạng thái k. 
E(N,N,) là năng lượng ứng với trạng thái nói trên của hệ. 
@@N,N,)là xác suất của trạng thái nói trên của hệ, 
@(Ny) là xác suất N, hạt ở trạng thái đơn hạt k nào đó. 


£, là năng lượng một hạt trong trạng thái đơn hạt ¡. 


Theo phân bố Gibbs suy rộng, ta có: 
_E(N,N.)-uN 


œ(N,Ny)= e kT — (2.90) 





gr 


Năng lượng E(N,N,) được tính như sau: 


E(N,N) =eyNy + E ”s¡N; (2.21) 
I#k 
ở đây _. là ký hiệu cách lấy tổng theo các chỉ số i#k với 
I#k @ ` 
điều kiện ràng buộc: . 
5SN;=N-Nạ (2.22) 
1#k 


Thay (2.21) vào (2.20) ta được: 


1 X.>. 
———(§y “M)NÑy,=——X “(6y -)N; 
L "vn HC Wm%- (KH 





o(N, Ny)= 7 
gr 


Để cho gọn ta ký hiệu = =B, khi đó có thể viết: 


ð(N,Ny) — —. ta “Nụ TỊ c5 “HN; (2.93) 
gFr ìl# 


* 
Ký hiệu 3 chỉ tính theo các chỉ số IZk với điều kiện 
I#k 


các số N;, thỏa mãn điều kiện ràng buộc (2.29). 


Tổng thống kê Z„„ được tính như sau 


= „—B[E(N.Ny)- 8 _NH “ND. 43 
(ø => Xe RROLNGI-M= Xe Pea-Ð a~Ê Ƒ “Éị — nỆN, = 
NuN=0 NLN=0 I#k 


=> Še_B(Ek ~M)N+ I Tự Tu B (2.94) 
NuN=0 I#kN; 


Trong biểu thức này ®' là phép cộng theo các số N; tuỳ ý: 


theo nghĩa không bị hạn chế bởi điều kiện (2.32). 
Trên cơ sở (2.23) và (2.24) ta có: 
e_ B(E¿ =H)Ny I eBÉe: -HÌN; 


c I#k 
ø(N,Ny.)= — rive-fe-Ni (2.25) 
ïN¡ 


Để tìm xác suất N, hạt nằm trong trạng thái k ta cần 
cộng tất cả các xác suất œ(N,Ny) theo mọi tập các số (N¡, 
N;,...) cùng chứa N,. Ký hiệu ø(Ny) là xác suất phải tìm, ta 
có: 

e P(Eụ -M)Ny TN eBẮE: -H)N; 


N; I#k 
o(Ny) 1. H y e PŒi —H)N; 
LẦN; 


Hoán vị phép lấy tổng và lấy tích ở tử số, ta được: 
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e_B(Ey =)N( IS eB(¡ —H)N; 
1# kN¡ 


I Se P(6¡ "HỒN! 


¡Nụ 


o(N¡,)= 


Giản ước phân 


ø(N)= 


này, ta thu được: 










eTB(£ ~H)Nk 





» e_ P(£k “H)N ¿ 
Nụ 


Biết xác suất ta có thể tính số hạt trung bình trong trạng 
thái lượng tử k: 
T Nye B(° —H)Ny 


——— N 
Ny = =— 


Ny 
Từ đó suy ra công thức: 
Nụ = b mg s e BÍ, —H)N (2.26) 
Bổ Ny 


Như vậy, để tính số hạt trung bình trong trạng thái 
lượng tử k với năng lượng £, chúng ta cần tính tổng ở vế phải 


của biểu thức (2.36). Kết quả tính tổng này tuỳ thuộc vào đặc 
điểm thống kê của loại hạt được xét. 


Đối với các hạt fermion N¿, = (0;1), vì vậy: 


» e_—BẲEx “HÑk -1+ eBẲEx -H) 
Nụ 


Thay kết quả này vào (2.26) ta được: 
Nụ =1.Ê pH + =0) 
B ôu 
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— 1 
Từ đó suy ra N\. = (cPt: -HÌ_ Ƒ . Thay B= =. ta được 


Nụ = —— (2.37) 


£ụ —H 
e kỮ +] 





Biểu thức này gọi là phân bố Fermi-Dirac. Đối với các 
hạt boson, ta có N,=(0;1:2;...). Vì vậy: 


=e BÉ: “HÌN¿ _ se BÉ “M)Ny ¬ 
Nụ Nự=0 


Để cho tổng này hội tụ cần có điều kiện u<ey với mọi chỉ 
số k. Muốn vậy thế hóa li phải nhỏ hơn năng lượng cực tiểu 
£min ' 

lÈ S Eưuin (2.28) 


Lưu ý tới điều kiện này chúng ta tính được: 


= eBÉx “HN ` h ề e—BÍ° —)[' 


Nyu=0 
Thay kết quả này vào biểu thức (2.26) ta được: 


Nụ = ¬ am — e BÍ ¬| 


B ô 


Sau khi lấy đạo hàm ta được kết quả như sau: 





= 1 
Nụ ? eBÍ°: -H} .~Í 
1 | 1 
Thay 3.” ÁN, ` (2.29) 
e kử -] 
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Biểu thức này gọi là phân bố Bose - Einstein. Hai biểu 
thức (2.27) và (2.29) có thể được viết gộp lại: 
— 1 
RÕÓ——`... (2.30) 
°y —H 
e kĩ +] 

Dấu (-) dùng cho phân bố Bose - Einstein, còn dấu (+) 
dùng cho phân bố Fermi-Dirac. Cần lưu ý rằng biểu thức 
(2.30) đúng trong trường hợp mức năng lượng e không suy 
biến. Nếu mức sự suy biến và bội suy biến là ø(£y ) tức là ứng 
với năng lượng e có g(ek) trạng thái lượng tử khác nhau, 
khi đó biểu thức (2.30) phải được sửa lại như sau: 

*« ø(Ek) 
tụ TH 
e kÏ +] 


(2.31) 





Biết được số hạt trung bình trong mỗi trạng thái lượng 
tử ta có thể xác định tổng số hạt và năng lượng của cả hệ: 


~ 1 
N=šNv= _=— (2.32) 
k k °k-H 
e kĩ +] 
E=YsụN: = >—— (2.33) 
k k °k-H 
e kĩ +] 


Qua các kết quả vừa trình bày chúng ta thấy rằng để 
tính Ns, N và E cần biết phổ năng lượng của mỗi hạt, tức là 
biết các giá trị e„. Trong trường hợp phổ năng lượng dày đặc, 
tức là các mức kế tiếp cách nhau một khoảng rất nhỏ, chúng 
ta có thể coi phổ là liên tục. Khi ấy ta có thể áp dụng các công 
thức sau đây thay cho (2.31), (2.32) và (2.33): 
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". (2.34) 
.ET 
N= Í — (2.35) 
min KỸ 31 
E= ƒ de (2.36) 
Êmin kT Z1 


Ỏ đây p(e)là mật độ trạng thái. Cần nhắc lại rằng trong 
các công thức nói trên thì dấu (+) áp dụng cho hệ các hạt 


fermion, còn dấu (-) áp dụng cho hệ các hạt boson. 


2.4.Phân bố Boltzman 


Trên đây chúng ta đã thu được hai công thức phân bố 
thống kê lượng tử. Hai công thức này được viết gộp dưới dạng: 


N€)= _— 1 — 
s_H 


ekf +] 


Xét trường hợp e —-u >> KT. Trong trường hợp này ta có: 


NŒœ)=e kT (2.37) 
Biểu thức (2.37) gọi là phân bế Boltzman. Kết quả này 
cho thấy rằng trong những điều kiện khi số hạt N()trong 
mỗi trạng thái rất nhỏ thì hai công thức phân bố Bose - 


Einstein và Fermi - Dirac nhập làm một và trở tiành công 
thức phân bố Boltzman. 
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Qua biểu thức (2.37) ta dễ dàng tìm được mối liên hệ 


giữa thế hóa và tổng thống kê của một hạt. 


Ta biết rằng số hạt trung bình có năng lượng e bằng 
tổng số hạt N nhân với xác suất của mức năng lượng se (điều 
này xuất phát từ phân bố Gibbs): 


E 


e kT 





NK) =No(e)=N. (2.38) 
Đối chiếu (2.37) và (2.38) ta suy ra: 
, -l 
N = ekT 
7 


Từ đó ta tính được: 
N _ 
u=kTln— 
r1 
Đây chính là hệ thức cho ta mối liên hệ giữa thế hóa và 
tổng thống kê Z trong trường hợp cổ điển. 


53. ÁP DỤNG PHÂN BỐ FERMI-DIRAC. KHÍ ĐIỆN 
TỬ TỰ DO TRONG KIM LOẠI 


3.1 Những đặc điểm của khí điện tử tự do 

Trong kim loại các điện tử tự do có tính cơ động cao. Mặc 
dù khoảng cách giữa các ion dương chỉ cỡ kích thước của bản 
thân các ion này , song các điện tử tự do vẫn có thể di động dễ 
dàng trong khắp vật thể. Vì lẽ đó , tập hợp các điện tử tự do 


_ trong kim loại được coi là một chất khí. 
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Điện tử là hạt có điện tích vì vậy nếu chỉ có các điện tử 
không thôi thì chúng tương tác mạnh với nhau. Tuy nhiên, do 
ở trong kim loại nên sự tương tác giữa chúng lại rất yếu. Sỡ di 
như vậy là vì các ion dương sắp xếp đều đặn trong kim loại 
gây ra hiệu ứng chắn, làm cho tương tác giữa các điện tử tự 
do yếu đi nhiều. Bởi lẽ đó , trong chừng mực nhất định chúng 
ta có thể bỏ qua sự tương tác và coi khí điện tử tự do là khí lý 
tưởng Fermi. 


Điện tử có khối lượng rất nhỏ (m, ~ 10'kg) , spin của 
điện tử bằng 1/2 (tính theo đơn vị hằng số Planck z). Mật độ 
điện tử tự do trong kim loại rất lớn (thông thường cỡ 10??- 
10/cm`). Vì những đặc điểm như vậy nên khí điện tử tự do 
trong kim loại là khí lý tưởng lượng tử tuân theo phân bố 
Fermi-Dirac. 


3.2 Khí điện tử suy biến hoàn toàn (T=0°K) 

Khí điện tử tự do ở nhiệt độ 0 tuyệt đối gọi là khí điện tử 
suy biến hoàn toàn. 

Để nghiên cứu các đặc trưng của khí này ta xuất phát từ 
biểu thức phân bố Fermi - Dirac : 

= l 
Ñt=—— (2.39) 
s—u 
ekf +] 

Ö đây phải hiểu Nụ là số điện tử trung bình trong trạng 
thái lượng tử k có năng lượng esạ, chứ không phải đơn giản là 
số điện tử trung bình có năng lượng sị,. 

Bây giờ ta hãy khảo sát giới hạn của vế phải biểu thức 
(2.39) khi nhiệt độ tiến tới 0°K. Thế hóa lỞ là hàm của nhiệt 
độ. Ký hiệu H, là thế hóa ở nhiệt độ T=0°K ta có: 
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= l§ cÌ 
HỌ ng HỆ ) 


..— lI nếu eạ< 
lim Nụ = lim _+‡__ = , k F0 
T0 T0 £-H 0 nêu sự >bọ 

ekf +1 


Như vậy ở nhiệt độ 0 tuyệt đối các điện tử tự do phân bố 
Lất đặc biệt , mỗi trạng thái với năng lượng sự, <ko đều chứa 
l1 điện tử, còn các trạng thái với năng lượng sự >kọ là các 
trạng thái bỏ trống. 

Spin của điện tử có thể định hướng theo hai cách: 
s=/2Và s=-/2 , vì vậy ứng với môi mức năng lượng £, có 
hai trạng thái lượng tử phân biệt: (£,; s=#/93) và tẻ,: 
s=-Ì/2 ). 

Qua kết quả tính giới hạn nói trên ta thấy rằng ở nhiệt 
độ T=0”K các điện tử tự do lần lượt «lấp đầy» các trạng thái 
lượng tử với năng lượng 0 < s,< hi. Sự phân bố như vậy được 
biểu diễn trên hành 17. 

Mức năng lượng giới hạn hạ gọi là mức Fermi. Bởi vì các 
điện tử lần lượt chiếm các mức năng lượng từ 0 đến Lạ nên rõ 
ràng là tạ phải phụ thuộc số điện tử. 

Một cách gần đúng, ta có thể coi phổ năng lượng của điện 
tử là dày đặc gần như liên tục. Trên cơ sở phép gần đúng đó, 
chúng ta có thể tính được mức năng lượng Fermi theo hệ thức: 


` xe. 
l N€)p(e)de =N (2.40) TN¿ 
0 


Ỏ đây p là mật độ trạng thái: 1 
N€)là số hạt trung bình có năng 
lượng e ; N là tổng số điện tử tự do. 


Vì mỗi mức năng lượng £ 


© 


©£r— Họ ©ụ 


Hình 17. 
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ứng với hai trạng thái (S=+z/2) nên bội suy biến của mỗi 
mức năng lượng sự là g(e) = 2. 

Nếu V là thể tích của chất khí thì mật độ trạng thái được 
xác định bằng công thức: 


e).V 
p(£) = BÊ Gm)””s'” (2.41) 





Lưu ý rằng gœ)=2 , ta có: 


= L..] ĐÀ, uảu (2.42) 


p(£) “2gn2n5 


Trên cơ sở (2.42) và để ý rằng N()=1 VỚI £ < Hạ, ta có 





thể viết lại hệ thức (2.40) như sau: 





Họ 
¬-s(m)3/2 j s12 =N 
2m”h 0 


Sau khi lấy tích phân ta được: 


2.sya (2m) (uọ) ” =N 
7L 





Từ đó dễ dàng suy ra công thức tính mức năng lượng 


Fermi 
h2 Tun 
Zin6x 1- — — 2.43 
Eg =Họ mị vị] ( ) 


Như vậy là mức năng lượng Fermi tỉ lệ với mật độ điện 


tử lũy thừa 2/3: 
N23 
°£ =Ho “Í 
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Lấy m~10°kg = 10?”g ; N/V~10°/cm° và #~10??erg/sec, 
ta thấy năng lượng Fermi có giá trị cỡ: 
Ep~ 10!erg 
Năng lượng toàn phần của chất khí được tính theo 


công thức: 


Ho __ 
E= ƒ eN€)p(e)de 
0 


——— Thay biểu thức mật độ trạng thái (2.42) vào và để ý rằng 
N(Œ) =1, ta được: 


E- V(2m)” “Z ƒ s3/2q« - V(2m)” “ˆ ặ/2 
2n°hŠ  § 2,3 


Chú ý tới (2.43) ta suy ra mối liên hệ giữa E và H, 


2 2/3 
' HN ) _ (2.44) 
3 2m V 5 


Như vậy năng lượng trung bình tính cho một điện tử là 
_ kết quả (2.44) cho thấy rằng ngay ở trạng thái cơ bản 
5 
(T=0”K) khí điện tử tự do vẫn có năng lượng khác 0. 

3.3 Khí điện tử suy biến ở nhiệt độ thấp 


Như trên đã trình bày, nguyên lý cấm của Pauli dẫn tới 
hậu quả đặc biệt: ở nhiệt độ 0 tuyệt đối không phải tất cả các 
điện tử đều có năng lượng cực tiểu =0 , mà các điện tử lần 
lượt chiếm các trạng thái có năng lượng từ 0 tới mức Fermi 
cp =Họ. Môi mức năng lượng có hai điện tử (S = +z/9`). 


Khi được cung cấp năng lượng từ ngoài vào thì nhiệt độ 
sẽ tăng lên, do đó trạng thái cơ bản nói trên sẽ thay đổi. 
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Trước hết một số điện tử ở gần mức Fermi bị kích thích và 
nhây lên các mức năng lượng nằm trên mức Fermi. Nếu tiếp 
tục tăng nhiệt độ thì đến lượt các điện tử có năng lượng thấp 
hơn cũng bị kích thích. Đến nhiệt độ Tọ nào đó thì điện tử ở 
mức thấp nhất =0 cũng có thể nhảy lên tới mức Fermi. Ta 
có thê đánh giá cỡ Tọ từ hệ thức: 


KTo = Họ 
2 2/3 
Th [an vị (2.45) 
k 2mk V 


Nhiệt độ Tọ gọi là nhiệt độ suy biến. Ở nhiệt độ T << T, 
khí điện tử được gọi là khí suy biến. Nói riêng, khi T=0°K khí 
điện tử suy biến hoàn toàn.Ở nhiệt độ T >>Tạ khí điện tử 
không suy biến. Cần lưu ý rằng điều kiện áp dụng thống kê cổ 
điển là: 


2 2/3 
Sứ 


Điều này có nghia _ là khí điện tử không suy biến 
(T >> Tạ) tuân theo thống kê cổ điển. 
Chúng ta hãy thử đánh giá cỡ nhiệt độ suy biến. 
Muốn vậy chỉ cần thay các giá trị của ,m,k và ` vào 
biểu thức (9.45): 
h ~ 10”'erg.sec 
Ty-1P” “E 
k~10 '°erg/độ 


m~10”*g 
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N 
—~10”1/cmỶ 
V 


Như vậy nhiệt độ suy biến cỡ hàng chục vạn độ. Nhiệt độ 
phòng thí nghiệm có giá trị cỡ 300°K tức là rất nhỏ so với 
nhiệt độ suy biến. Điều ấy có nghĩa là ở nhiệt độ phòng thí 
nghiệm khí điện tử tự do trong kim loại tuân theo phân bố 
Fermi-Dirac, chứ không phải là phân bố Boltzmann. 

Ở nhiệt độ thấp một phần điện tử bị kích thích nhảy lên 
trên mức Fermi, vì vậy đồ thị phân bố các điện tử có dạng như 


trên hình 18. 
N 


k 





Hình 18 
Nhiệt độ càng cao thì phần đồ thị phía trái mức E.càng 
thấp, đồng thời phần đồ thị phía phải mức càng cao. Khi T 
-> œ thì đô thị trở thành đường biểu diễn phân bố cổ điển 


Boltzmann. 


Để tính năng lượng toàn phần của khí điển tử tự do ở 
nhiệt độ T # 0 cần áp dụng biểu thức phân bố Fermi - Dirac: 
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sp) 


_. +1 


=Ís NỆbke Me = -Í= 





ds 


Thay pÍ£) từ công thức (2.42) vào, ta được : 





: (2.46) 
== 


Thế hoá u (TT ) được xác định từ phương trình : 


ba 


521/2m 3/2 œ "xảm 
=[NbbM = “TT jz—da (2.47) 
e*“ +1 


Như vậy để xác định E và ụ ta cần tính tích phân dạng: 
k 


+1 





với g(e) = e'? hoặc g(e) = e7. 


Trước hết có thể khẳng định rằng với [ e - w ] ~ kT và KT 
rất nhỏ thì: 


* 21. 1 k 2 LỀ Lan 6.2 —x : P 
Ký hiệu „Na, , ta có thê viết lại công thức trên 

ekT +1 
như sau : 





Ïsk)fkhb = [geM: + 5C gụ) 


(2.48) 


Để chứng minh công thức này ta xét tích phân : 


I= kg de 
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trong đó o(£) là hàm thoả mãn điều kiện (0) = 0. 


Áp dụng quy tắc tích phân từng phần, ta được : 
kí dọ — MA... R df 
L= mm. Ea f(}p(e]o — long 


Vì f(œ)=0 và (0)=0 nên ta có: 


F df 
I=—|f(e)—— de (2.49) 
ˆ de 
Xét đạo hàm = Dưa vào biểu thức hàm f ta có thể viết : 
E 
_R.- 
dd 1 1 e* —- 
de de £-ứ kT/ s-u : 
kT “— 
© +i n7 j : 
df l 1 


d7 KT(rm Y*m Ì 
ekT +1|ekÏ +1 
kia z ` ^Z ` df 2 F & Z2 š 5 
Qua biêu thức này ta thây hàm + chỉ có giá trị khác 
E 
không đáng kể khi [e- | < kT. 


Bây giờ ta có thể khai triển œ(e)thành chuỗi và giới hạn 


ở số hạng tỷ lệ với (e- L) 
1 à 
qg(£) = @(H) + ( — H)@(M) + = — M)”@*(0) +... 


Thay biểu thức này vào (2.49) ta được: 
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, GÌ Ỷ df 1 ` s df 
L= *=% ) —d s.““. { (E BÉ:~ — de —n. h Dáng B —dc ... 
sh)) de HƯNG )ị B—Mi de , `w (J6 R de kêu 


df h 
Lưu ý tới tính chất của hàm & ta có thê thay cận dưới 
bằng —œ% mà không làm thay đổi đáng kể kết quả: 
= df r df i r df 
[= -@(w) | ——de- cu —®œ——ơ E—Hƒ ——ủs +. 
g(u ] ¬ g0 J (£—H) a0) ( HC 
(2.50) 


Ta lần lượt xét các tích phân ở vế phải của (2.50). Bằng 
phép thử đơn giản ta có thể tin vào các kết quả sau đây: 


J đu = f(c)|P_ = 


_œ đe 
Í (e — u)P ¬- de = = (nếu n lề) 
_ P : 
Với n chẵn: 6= ệc xã. TY an 
| - + | 
=-(kT)" li ———>+dx= -2(kT)" nIÍI - 2~n+lÈ(n) 


co " 


Ỏ đây É(n)là hàm Riemamn: 


{ 


.—`c. LÍ s.a uc, 
sín)= 2n Sứ 1 c(4) 90 


Thay các kết quả trên vào (2.50) ta được: 


166 


3 . 
Ï = @(w) + T=-9/00|T ƒ + 
Như vậy , chúng ta đã chứng minh công thức : 


jfk ) Sự ú - = 0(H) to “(u)|kT2]+--- 


Đặt lp = gÍe), ta được : 
de 





Js(e)fMs 5 Js(c)i : ca: gu) +--- (2.51) 


Cho g(£) = e'” và đưa vào (2.51) ta được: 





- 2 /trm2 
ƒe'“?f(eds = [e'“®ds - -Á —, BH hẻ 
0 0 


12 
Nhớ lại rằng f§)=—=——— , ta có thể viết : 
ekT +] 
œ cl12 
2 § TL kẻ 
Ï———— de =“uŠ/ —T 1/3 
h 3 12 
c KT +1 
Hoàn toàn tương tự, nếu cho g = c?”/2 và dựa vào (2.51) 
ta được: 
œ 3/2 H. 2 
ƒ E de = [e3/2đe + —(KT}?u1/2 X=ngg 3 „8ï 8 „ 5 “ (Tu 1/2 
Liễi 0 4 O 
ekT +1 


Thay các kết quả vừa tính được vào (2.46) và (2.47) ta 
được: 
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1/2, 3/29 `ố g _. 
P-Z _ V CHẾ? +  kÈTôu)? Ẫ 
TL” Ïh 
1/B8..5/3 2 
"-—T— TH sung 
TL 
3/3 
Lưu P ch xx sN z hể biế đổi h . 
ý răng Họ =— 7 Vụ ,ta có thê biến đổi hai. 
công thức trên như sau: 
2 3 
B= š Nho 3] —.. (2.52) 
Họ 
##v 
IU = Họ -E] no (2.53) 
0 


Kết quä(2.52)có ý nghĩa lý thú ở chỗ nó cho ta thấy rằng 
ở nhiệt độ thấp nhiệt dung của khí điện tử tự do trong kim 
loại tỉ lệ với nhiệt độ T. 


Thật vậy, theo định nghĩa nhiệt dung đẳng tích ta có: 


2 2 
cc sÊP 3N, d|¡, 5x (KT, 
B5 dTỊ 12 


".Ế NGEế...ÊẾU, (2.54). 


Trên cơ sở (2.54) và kết quả tính nhiệt dung mạng tỉnh 
thể chất rắn ở nhiệt độ thấp theo lý thuyết Debye, chúng ta 
thấy rằng nhiệt dung của kim loại ở nhiệt độ thấp phụ thuộc 
nhiệt độ dưới dạng: _ 
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C¿ =œT+BT” 


Phần tuyến tính œT là nhiệt dung của khí điện tử tự do, 
còn phần BTỶlà nhiệt dung của mạng các ion dương. 


Công thức (2.54) chính là nội dung của định luật 
Sommerfeld trong lý thuyết điện tử kim loại. 


84. ÁP DỤNG PHÂN BỐ BOSE-EINSTEIN 
BỨC XẠ NHIỆT CÂN BẰNG 

- Mọi vật luôn luôn bức xạ các sóng điện từ ra môi trương 
xung quanh. Ở nhiệt độ thấp sóng điện từ bức xạ có tần số 
nằm trong vùng hồng ngoại. Nhiệt độ của vật càng tăng thì 
tần số cũng tăng theo. Nếu nhiệt độ của vật được giữ không 
đổi thì sự bức xạ được gọi là bức xạ nhiệt cân bằng. Bức xạ 
nhiệt không phải là bức xạ đơn sắc, mà là sự tổng hợp của 
nhiều sóng điện từ có tần số khác nhau. Các sóng có tần số 
khác nhau lại có cường độ khác nhau. Vấn đề đặt ra ở đây là 
xác định mối liên hệ giữa cường độ bức xạ với tần số và nhiệt 
độ của vật bức xạ. Theo quan niệm lượng tử thì mỗi sóng có 
tần số œ là tập hợp các hạt phôtôn (/ượng tử) mang năng 


h : <<“. 2 " 
lượng £=@, xung lượng q =—„ Lắp phôtôn chuyên động 
C 
với vận tốc bằng vận tốc truyền ánh sáng, do đó khối lượng 
tĩnh của chúng bằng 0. Khi bức xạ đã cân bằng thì trường bức 
xa là khí lý tưởng cân bằng nhiệt động (khí photon). Nhiệt độ 
của khí photon chính là nhiệt độ của vật bức xạ. 
Photon có spin S=”, do đó chúng là các hạt boson. Nói 
cách khác, khí photon tuân theo qui luật thống kê Bose- 


Einstein. 
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Trong trạng thái cân bằng nhiệt động các photon được 
bức xạ và hấp thụ không ngừng, song năng lượng của trường 
bức xạ không thay đổi, vì vậy photon có thế hóa bằng 0: 


=——=(U 2.50 
ụ 2N ( ) 


Ký hiệu e=#o là năng lượng của photon ứng với tần số 
@ ; N(e) là số photon trung bình có năng lượng e, khi đó năng 


lượng toàn phần của khí photon sẽ là: 
E=>N€Œ} (2.56) 
E 


Số photon trung bình có năng lượng £ là: 


NỆ) = Q5/KT —Ị (2.57) 


‹ 


Biểu thức (2.57) chính là biểu thức phân bố thống kê 
Bose-Einstein. Con số 2 xuất hiện vì trạng thái lượng tử của 
photon có bội suy biến g=2 ứng với hai khả năng phân cực 
khác nhau. 


Phổ bức xạ nhiệt thường là phổ dày đặc, do đó ta có thể 
thay tổng (2.56) bằng tích phân: 


Re [sÑ€&b(e)ae = ƒep)ạ„ (2.58) 
0 HT cà, 


Đại lượng p(oklo là số photon có tần số trong khoảng 
[o,o + de]. 

Ta biết rằng, nếu khí lý tưởng chứa trong thể tích V thì 
số trạng thái lượng tử của mỗi hạt với khoảng xung lượng 
(p,p+dp) sẽ là: 
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đN(@p) = pˆdp 





(2mh l5 


Dựa vào hệ thức giữa xung lượng p và tần số œ của 


h› + ` + ^ ~ 
photon p= — ta tính được số tần số photon trong khoảng tần 
C 


số |@, + do]: 





do (2.59) 


2 
dN@) = p(o do = bí 
n2 


2néˆc 


Thay giá trị này vào vế phải của (2.58) ta được: 


E ƒ h0 
là xem = | do (2.60) 
Ù m2 kT 
rTˆc |e*! —=l 
Đại lượng: 
3 
U(@)=———— (2.61) 


là mật độ năng lượng bức xạ. Ý nghĩa của hàm U(o)do là năng 
lượng của các photon có tần số trong khoảng o,ò + do] và ở 
trong một đơn vị thể tích của trường bức xạ. 
Công thức phân bố cường độ bức xạ theo tần số (2.61) gọi 
là công thức Planck. 
"Bây giờ ta hãy tính năng lượng của một đơn vị thể tích 
khí photon theo công thức (2.60): 
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Lủ = Lm ~ do› 
V_ 0 ho | 
xˆc | ekT —1 








Đặt BH -~ 3. 0a được: 
kT 
4 œ vỏ 
E_ ŒT) Í-Š _& 
V mu $cÓoe*-—l 
œ 3 4 2.4 
| ——dx=——= SE ẻa-gy (2.62) 








Le? -.1 15 V 15jẺcŸ 


Như vậy, năng lượng bức xạ tỉ lệ với T, đó là nội dung 


định luật Stéfan- Boltzmann. 


Hằng số a có giá trị như sau: 


2y.4 —3 
KH 706010159 5ES5 _ 


15ñẺc (do)Ÿ 





Bây giờ ta xét hai trường hợp riêng của công thức 
Planck. 

4.1 Trường hợp riêng của công thức Planck:Công 
thức Rayleigh-Jean 


ho” : sa 
Xét hàm U(œ)=-—. n ¬ trong trưởng hợp tân số 
TC” |© ¬1 
thêm ^^ se] (2.63) 
kT 


Khi điều kiện (2.63) được thỏa mãn ta có thể khai triển 


gần đúng: 


172 


3 
(œ) =———:-———= (Ò (2.64) 





Đây là công thức Rayleigh-Jean quen biết. ý nghĩa của 
nó là ở chỗ nếu tần số œ nhỏ thì mật độ năng lượng bức xạ tỉ 


lệ với bình phương tần số: 


Ư(@) ~ œ^ 


Ở đây có một điều khá lý thú liên quan tới công thức 
Rayleigh-Jean (2.64). Trong lịch sử phát triển của vật lý thì 
công thức này được tìm ra trước công thức Planck, vì vậy 
người ta nghĩ rằng nó đúng với mọi tần số, do đó nảy sinh ra 
kết luận sai lầm về cái gọi là “hẻm họa tử ngoại”. Giả sử công 
thức (2.64) đúng với mọi tần số bức xạ, khi đó mật độ năng , 
lượng bức xạ được tính như sau: 


_ = ƒU(œ)do ~Í@ do —> œ (2.65) 
0 0 


Mật độ năng lượng bức xạ lớn vô cùng là điều lúc bấy giở 
vật lý học chưa giải thích nổi, vì vậy người ta gán cho né cái 
tên “thảm họa tử ngoại”. Ngày nay chúng ta biết rõ rằng công 
thức Rayleigh-Jean | ~ 2 chỉ là trưởng hợp riêng của công 
thức Planck trong trường hợp tần số thấp, vì vậy việc lấy tích 
phân (2.65) là vô nghĩa, bởi vì khoảng lấy tích phân mở rộng 
tới những tần số lớn vô cùng. Như vậy, trên thực thế không 


hề có ”£hểm họa tử ngoại”. 
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4.2 Trường hợp riêng của công thức Planck: Công 


thức Wien 


Xét trường hợp tần số lớn, khi thỏa mãn điều kiện: 


T4 


kT | 
Trong trường hợp này ta có thể lấy gần đúng: 


ho ho 
ekl -1zekl 


Vế phải công thức Planck bây giờ có dạng : 





ho› 
hoŠ hoŠ "kT 
——————= e 
£ ho TˆcỦ 


z7c5| ekT —1 


Do đó ta có thể lấy gần đúng: 
ho 
ạ _ñ0 
ho : 
_ 0 „ kT 


?) . 
Tˆc" 


(2.66) 





U(o) 


Đây chính là công thức W›:en. 


Trên hình 19 có vẽ đồ thị biểu diễn các hàm phân bố 


Planck-Wien và Rayleigh-Jjean. Bây giờ ta hãy khảo sát kỹ 
hơn công thức Planck : 


ho 
ho 
7 c | ekT _1 


U(e) = 


Hàm U(@) có cực đại tại điểm œ„ được xác định từ điều 





Hình 19 


Để cho tiện ta đặt .— ,„ khi đó: 
kT 





Điều kiện đạo hàm bằng 0 dẫn tới phương trình : 
x=öð(1-e”) 
Phương trình này có nghiệm x„=2,822, từ đó ta suy ra 
g1á tTỊ @m: 
KT 


0m =— Xm =3899— (9.67) - 


Tần số œ„ là tần số ứng với bức xạ mạnh nhất. Kết quả 


trên cho thấy rằng khi nhiệt độ tăng vị trí cực đại của hàm 
phân bố U(œ) dịch chuyển về phía tần số lớn. Điều này cho 
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phép giải thích tại sao khi nhiệt độ càng cao thì các vật bị 
nung nóng có màu sáng dần. 

Qui luật chuyển (2.67) là cơ sở của phép đo nhiệt độ bằng 
hóa kế quang học. Hỏa kế quang học là nhiệt kế dùng để đo 
nhiệt độ của vật dựa theo sự so sánh tần số (hoặc bước sóng) 
bức xạ của vật đó với tần số (hoặc bước sóng) của vật bức xạ 


chuân có nhiệt độ đã biết. 


Trước khi kết thúc mục này chúng ta cần lưu ý tới điều 
sau đây. Trong nhiều sách báo người ta không dùng hàm phân 
bố theo tần số œ, mà dùng hàm phân bố theo bước sóng À: 


E ©© 
vĩ j H0) 


Dưa vào hệ thức giữa tần số và bước sóng: 


b= ma và công thức Planck (2.61) ta tìm được hàm phân 
(@) 





bế U(.): 
l6n ch 1 
U(@)=—— Bvắc 
@KAT _Ị 


Đây chính là công thức Planck viết dưới dạng chứa biến 
số ÀA.. Hàm phân bố U@.) có cực đại tại điểm ^„ xác định từ hệ 
thức: 

CHÚC _ 106B 


mì 


Hệ thức trên cho thấy rằng khi nhiệt độ tăng thì điểm 
cực đại của hàm U@) dịch chuyên về phía sóng ngắn. 
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§õ. KHÍ BOSE SUY BIẾN. HIỆN TƯỢNG NGƯNG TỰ 
BOSE - EINSTEIN 
Trong mục này chúng ta khảo sát các tính chất của khí 
lý tưởng Bose, tức là khí lý tưởng bao gồm các hạt boson ở 
nhiệt độ thấp. 


Trước hết có thể khẳng định rằng ở nhiệt độ thấp khí 
Bose có tính chất khác hẳn khí Fermi (chẳng hợn như khí 
điện tử tự do trong bim loại). Thật vậy, vì các hạt boson 
không chịu sự chỉ phối của nguyên lý cấm Pauli nên ở nhiệt 
độ 0 tuyệt đối tất cả các hạt đều có năng lượng =0, do đó 
trạng thái cơ bản của tất cả chất khí là trạng thái có E=0. Còn 
đối với khí Fermi, chẳng hạn như khí điện tử tự do trong kim 
loại, thì tình huống lại khác hẳn. Ở nhiệt độ T=0°K các hạt 
lần lượt chiếm các trạng thái có năng lượng từ 0 tới mức 
Fermi, do đó năng lượng của ca hệ khác không. Đối với khí 
điện tử tự do trong kim loại chúng ta đã chứng minh rằng 


Zã KT“. Ồ 
trạng thái cơ ban có năng lượng E= SI Ha. 


Khí Bose tuân theo qui luật phân bố Bose-Einstein, vì 
vậy số hạt trong khoảng năng lượng de là: 


dN() = N€)p(e)de 
trong đó: 
ă eẺ /kT _ 1 


_ g()V(m)”Ê 1¡; 
4nˆh” 


177 


Bội suy biên g(c) phụ thuộc spin của hạt. Nếu spin của 
hạt bằng 0, chăng hạn như phân tử He', thì bội suy biến 
ø(£)=]. 

Lấy tích phân dN() trong khoảng năng lượng từ 0Ô tới 


œ, ta được tông số hạt của chất khí: 


N = [Ñ()p(e)de 
0 


3/2tyrœ 1/3 
NHƯ n T/ “ ủụ (2.68) 
4n2h° 0 „ii s. 
ekf -1 


Số hạt dN(£) trong khoảng năng lượng o,ò + do] phải là 
sô dương, vì vậy thế hóa Li phải thỏa mãn điều kiện: 


<0 (2.69) 


Nếu số hạt N là số cho trước thì phương trình (2.68) sẽ 
xác định ụ. Ta có thê chứng minh rằng H là hàm nghịch biến 


cua nhiệt độ, tức là: 











—-#ữ (2.70) 
ếT 
Theo qui tắc lấy đạo hàm của hàm ẩn, ta có 
ô ® cl/32 

AN | em 
cụ __ ấT _ ekT -] 
ớT —T e) /3 đc 

cụ Ga “TU 

ekf -1 


Sau khi thực hiện phép lấy đạo hàm dưới dấu tích phân, 


ta được: 


vì >0 và <0 cho nên ta thu được: s-ụù>0. Từ đó ta 
thấy “h sọ, 

ổT 

Từ các tính chất (2.69) và (2.70) của hàm ta thấy rằng 
khi nhiệt độ giảm thì u tăng và đến nhiệt độ T, nào đó sẽ 
đạt giá trị cực đại bằng 0. 

Hmax =Ö 

Cho u=0và lấy tích phân ở vẽ phải (2.68) ta sẽ tìm được 

To từ phương trình: 


-gêm) Vị ='° 
_—— 4n” 


U GKN —Ị 


c An 2% ^ s sẽ 
Đặt x=—, ta biên đôi phương trình trên về dạng: 














KTo 
mkT )3)/2V# x1 : 
-_Et an — — (2.71) 
ï "và nhe —i 
Tích phân: 
s6 «1/3 
Í ———dx=2,31 
0e" —1 


Từ đó có thể suy ra giá trị T,: 


L9 


Tọ HH '- quynn 
#?!3mk 


: 3/3 
3,310 W 
: ly) (2.79) 
V 
ls CV sHỈ ca sàn ..Ă. — ' . . 5 

Đổi với H, có mật độ gm70.12g/em nhiệt độ T; cơ 
2.87K. 

Nói chung, đối với mọi chất khí Bose nhiệt độ Tạ rất nhỏ. 
Tuy nhiên, sự tồn tại Tọ z0 có ý nghĩa rất quan trọng. Đê 
hiểu ý nghĩa của nó, ta xét khoảng nhiệt độ: 0 < T < Tụ 

Khi giảm nhiệt độ xuống tới Tạ thì thế hóa h tăng tới giá 
trị Hmay =0. Theo (2.70) w không thể giảm nữa, do đó trong 
khoảng nhiệt độ 0<T< Tọ thế hóa u =0. 


Với nhiệt độ T < Tọ, số hạt có năng lượng £ > 0 được tính 
như sau: 


N€œ >0) - de 
4nˆh` 0 :aấ 
eKi -] 
bằng cách đặt X= Tân) ta Có: 
-mv3/2xyrœ „1/2 
NinxDp=EÐD Sổ  Ị 5 dc (2.73) 





21!2m2p3 neX T—] 


So sánh (2.71) và (2.73), ta thấy: 
3/3 
T 
N 0)=N|— 
vu 4] 


Vì T< Tạ nên rõ ràng số hạt có năng lượng £ >Ô nhỏ hơn 
tổng số hạt của chất khí. Vậy thì số hạt còn lại có năng lượng 
bằng bao nhiêu? Vì năng lượng của mỗi hạt không thể âm nên 
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hiển nhiên là số hạt còn lại đều có năng lượng =0. Số hạt 


đó được tính rất đơn giản: 
N(œ =0)=N-N( >0) 


T lh 


Nœ =0)=N ¬ (2.74) 


Như vậy, chúng ta đã đi tới một kết luận quan trọng. Đối 
với mọi chất khí Bose có tồn tại nhiệt độ Tạ mà ở dưới nhiệt độ 
này thì thế hóa =0. Trong khoang nhiệt độ 0< T< To có một 
số hạt nằm trong trạng thái với năng lượng bằng 0. Số hạt đó 
được xác định bằng công thức (2.74). Đó là hiện tượng ngưng 
tụ Bose - Einstein. Lẽ dĩ nhiên, khi T=0”K thì tất cả các hạt 
đều có năng lượng =0. Điều này có thể thấy rõ qua công 
thức (2.74). 


BÀI TẬP CHO PHẦN II 


1.Chứng mình công thức tích phân: 


trong đó hàm Riemann E(n) được xác định theo công thúc: 
E(n)=  -— f1: 
k=1 k”: | 


2.Tính năng lượng Fermi Ey uò năng lượng toàn phần E 


2 Z * “Z 2 ^ ⁄ * h 2 * ` 
của bhí Fermli lý tưởng gôm N hụt có spIn Ÿ ở nhiệt độ thấp 


(suy biến mạnh) chính xác tới T". 
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3.Giả sử công cần thiết để tách điện tử tự do ra bhỏi kìm 
loại là A uà thế hóa  toở nhiệt độ 0°K nhỏ hơn A một lượng 


A -họ =9. Ở nhiệt độ Tz0 một số điện tử tự do có động 
năng đủ lớn để tách khỏi bề mặt kim loại. Nếu dùng kữưm loại 
này làm cực âm (ca-tốt) uà giữa cực âm uới cực dương có hiệu 
điện thế thì các điện tử tự do tách ra sẽ chuyển động có hướng 
uò tạo thành dòng nhiệt điện tử. Coi trạng thái khí điện tử tự 
do là cân bằng, hãy chứng mình rằng dòng nhiệt điện tử qua 
một đơn uị điện tích bề mặt bữn loại được xác định bằng công 


thức Richardson: 


I=const.T2e ®/ kĩ 


4.Xác định mối liên hệ giữa năng lượng toàn phần thể 
tích uà số lượng photon trong trường bức xạ nhiệt cân bằng. 


5.Dựa uào công thức Planck uà bằng cách suy luận mà 
không cân tính toán cụ thể hãy chứng mình rằng tân số 
0 „ ứng uới cường độ bức xạ cực đại tỉ lệ thuận uới nhiệt độ T. 


6. Tính tổng thống bê uà năng lượng tự do của dao động 
tử điều hoà. 


7. Một chất bhí lý tưởng ở nhiệt độ T chứa trong bình 
hình trụ có tiết diện S uà độ cao h đặt trong trọng trường. 
Biết mật độ hạt ở đáy bình là N„ Khối lượng mỗi hạt là m. 
Hãy xác định số hạt N uà thảo luận các trường hợp giới hạn 
bhi nhiệt độ T' rất lớn uò rất nhỏ. 


8. Giả sử các điện tử tự do trong bưm loại là các phân tử 
khí lý tưởng ở trong trạng thái cân bằng nhiệt động ,uới nhiệt 
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độ T, mật độ hạt n„. Hãy xác định mật độ dòng búc xạ nhiệt 
điện tử qua bê mặt bừn loại. Biết công thoát ra của điện tử là 


A=eụ, trong đó e là điện tích của điện tử uùà là hằng số. 


9. Tính năng lượng trung bình, năng lượng tự do, nhiệt 
dung uùò entrôpi của hệ gồm hai mức năng lượng E, uà E, 
trong trạng thái cân bằng nhiệt động uới nhiệt độ T. 
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PHẦN III 
VẬT LÝ THỐNG KÊ CÁC QUÁ TRÌNH 
KHÔNG CÂN BẰNG 


Chương Ï 
LÝ THUYẾT CỔ ĐIỂN VỀ CÁC QUÁ TRÌNH 
KHÔNG CÂN BẰNG 
§1.HÀM PHÂN BỐ KHÔNG CÂN BẰNG 


Trước đây chúng ta chỉ xét các trạng thái cân bằng nhiệt 
động. khi hàm phân bố xác suất không phụ thuộc tường minh 
vào thời gian, do đó giá trị trung bình của các đại lượng đặc 
trưng cho hệ vĩ mô cũng không phụ thuộc thởơi gian. Trong 
trạng thái cân bằng nếu trường ngoài bằng 0 hoặc đồng nhất 
thì hàm phân bố không phụ thuộc tọa độ. Trong chương này 
chúng ta xét trạng thái không cân bằng, tức là khi hệ đang ở 
trong quá trình không cân bằng. Nói chung, hàm phân bố 
không cân bằng phụ thuộc thời gian và có thể phụ thuộc tọa 
độ ngay cä khi không có trường ngoài (sở di như vậy vì trong 
hệ có thể tôn tại các gradien, chăng hạn như gradien nhiệt độ, 
øradien mật độ hạt, v. v...). 


Nội dung cơ ban của lý thuyết các quá trình không cân 
bằng là xác định phương trình chuyển động của hàm phân bố 
để tìm mối liên hệ giữa hàm phân bố với không thời gian và từ 
đó xác định mối liên hệ giữa hàm phân bố với các đại lượng vĩ 


mô. 
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Đặc trưng chủ yếu của các quá trình không cân bằng là 
sự tồn tại các dòng chảy trong hệ (dòng nhiệt lượng, dòng vật 
chất, dòng điện v. v...). Nguồn gốc của các dòng này là sự tồn 
tại gradien, chăng hạn sự truyền nhiệt bắt nguồn từ sự tôn 
tại gradien nhiệt độ VT (tức là sự chênh lệch nhiệt độ giữa 


các điểm trong không gian), dòng điện bắt nguồn từ sự tôn tại 
gradien điện thế Vọv.v...Các quá trình không cân bằng loại 


này gọi chung là các quá trình truyền. Trước hết chúng ta hãy 

xác lập mối liên hệ giữa hàm phân bố với các quá trình này. 
Trong lý thuyết các quá trình truyền người ta không 

dùng hàm phân bố xác suất một hạt œ¡(B,r7,t)mà chúng ta đã 


khảo sát ở phần phân bố Maxwell- Boltzmann. Người ta 
thương dùng hàm phân bố f(P, F, t): hàm này chỉ khác hàm 
@1(P,F,t) bởi một thừa số hạt của hệ: 


f(B, r,t) = Ne1(B, F, t) (1.1) 
Vì hàm o¡(p,r,t) thỏa mãn điều kiện x 
ƒ©(, F, txÌpdr = 1 
nên hàm f(B,r,t) thỏa mãn điều kiện. 
[ f(P. r,t]pdr = N (1.2) 


Qua hệ thức (1.2) ta thấy rõ ý nghĩa của hàm phân bố 
f(p, r, t) là mật độ hạt trong không gian (p,r). Nói cụ thê hơn 


f(p, r, t)dpdr là số hạt có xung lượng trong khoảng đdp và tọa độ 
trong khoảng dr.  _ 
Từ định nghĩa (1.1) ta suy ra: 
1.1 Đại lượng 
p(, t) = Í f(B, Z, tp (1.3) 
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là mật độ hạt địa phương, tức là số hạt trong một đơn vị thể 
tích tại điểm T. 
1.2 Đại lượng 
+_. re « vua 
}= Í—— f(B,f,tHB (1.4) 


là mật độ dòng hạt tại điểm T. 
1.3 Đại lượng 
q=[‡—-—f(E.r,tB (1.5) 
2m m 
là mật độ dòng nhiệt lượng (dòng năng lượng) tại điểm T. 


1.4 Đại lượng 
sì eD sứ m 
} =Í-*f(,F,tHB (1.6) 
m : 
là mật độ dòng điện tại điểm r. 


Trong tất cả các công thức trên ta cản lưu ý tới ký hiệu 


dp=dp„dpydp, ; dr =dv =dxdydz 


Qua các công thức (1.4) - (1.6) ta thấy rằng để tính các 
dòng truyền trong hệ cần biết hàm phân bố một hạt f(B,,t). 
Để xác định hàm phân bố cần biết phương trình chuyển động 
của nó. Vì lẽ đó, việc xác lập và giải phương trình chuyển 
động của hàm phân bố không cân bằng là vấn đề trung tâm 
của lý thuyết các quá trình không cân bằng. 

Trong trường hợp thống kê cân bằng bài toán xác định 
hàm phân bố đã có lời giải rõ ràng: đó là biểu thức phân bố 
Gibbs. Trong trường hợp thống kê không cân bằng các đặc 
điểm riêng của từng hệ (sự (ương tác giữa các hạt uà sự tác 
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động của bên ngoài ) rất đa dạng, vì vậy không có lời giải tổng 
quát cho bài toán xác định hàm phân bố không cân bằng. Hơn 
nửa, ngay cả việc xác lập phương trình chuyển động cũng rất 
phức tạp. Ngay cả khi phương trình chuyển động đã được xác 
lập thì trong nhiều trường hợp chúng ta chỉ có thể đưa ra lời 
giải gần đúng trên cơ sở một số giả thiết có tính chất đơn giản 
hóa bài toán. Vì lẽ đó phương pháp gần đúng đóng vai trò hết 
sức quan trọng trong lý thuyết các quá trình không cân bằng. 


§2. CÁC PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH XÁC ĐỐI VỚI 
HÀM PHÂN BỐ 


Hàm phân bố mật độ hạt f(p, F t) liên quan với hàm phân 
bố xác suất œ¡(p,F,t) theo hệ thức (1.1), vì vậy để xác định 
phương trình chuyển động của hàm f(D, F, t) ta xét hàm 
(01p, F, Ê). 

Vì œ¡(p,F,t)là hàm phân bố xác suất đối với một hạt nên 
nó liên quan với hàm phân bố xác suất của hệ N hạt như sau: 


@1(,E, t) = Í@(Pt,...PN,1....Ew XlB+ ,...độy đãi ,... duy (1.7) 


Lấy đạo hàm hai vế theo biến thời gian t, ta được: 


Ôn 8u, đấu (1.8) 
ôi “6t . 


Hàm phân bố @của cả hệ tuân theo phương trình 


chuyển động: 


= = -lo.H]=[H,)] 


(xem chương II), vì vậy ta có thể viết lại (1.8) như sau: 
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—- 


=Í{H. cò |dBa....đĐx đã;,,... đy (1.9) 
Hamiltonian của hệ có dạng: 


N lỦN 
H=Y-L+ Y YUÍY,- ñ.}+ S058) 
¡=1“HÌ (j<k) 


~ 


Số hạng thứ hai trong biểu thức Hamiltonian là năng 
lượng tương tác giữa các hạt trong hệ, còn số hạng cuối cùng 
là thế năng của các hạt trong trưởng ngoài (chẳng hạn như 
điện trường, trường hấp dẫn). i 

Để cho tiện ta sử dụng các ký hiệu sau đây: 


Ík =ÍXk.Yk.Zk)= kr1,r?, r2) 


Dụ =b†.pš,pŸ) 
k=1l,E.. Ñ 


 -JUfr-r,] Khi i#k 
Ik —” § & 
0 khi Ìi=k 


Với các ký hiệu như vậy móc Poisson có dạng: 


[o, H]= Ỷ y 


m Bí Em 5D, 
œ=1k=l 


Ôr ÓĐỊ ÔÐạ ÔH, 


3 N|Aao PP âo êUc À âo ôU; 
=À, 2, —k=CS _ ¬ “1. LẢ) 
ổi M đp ổn ¡=lểÐg 


Thay (1.10) vào vế phải của (1.9) và lưu ý rằng: 


li 


-œ mM ôn 


Pe 
drr = =ũ 





—=œ 
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Đụ = 





~Ñ@ 


đm† _ 1 loio) P K ĐƯI¡ 


ôœ 
dĩ;...dr dÐa...đP 
môn ôn ôp ¡<2ô Ea 


(1.11) 


Vì các hạt đồng nhất nên tổng (N-1) số hạng dưới dấu 
tích phân có thể thay bằng: 


ØổÙIa ñâo .ẨẶ  .. ,- _ 
N-1)j—° — dra...drq dpa...dPN = 
T ha 


=(N- + „Ì ap sản, .dfyđBa..đPN = 


Ở đây chúng ta ký hiệu o;, là hàm phân bố hai hạt: 
®1z(P,fị, Ba, lạ, t] = Í odfs...dEyđBa...dPn 


Ta có thể viết lại (1.11) như sau: 


3 “.—. 
_—. S J..U8 hs... +(N-1)—— [ ““12eisdi,dB; (1.12) 
¿1i mô ôêy âp Øp ` ớh 


Phương trình (1.12) không phải là phương trình đóng 
kín đối với œ,, bởi vì nó chứa hàm @;;chưa biết. Hoàn toàn 
tương tự ta có thể chứng minh rằng phương trình chuyển 
động của œ,,, sẽ chứa hàm @;;;v.v...Kết quả là chúng ta có 


cả một chuỗi NÑ phương trình, bắt đầu từ phương trình (1.12) 
và kết thúc là phương trình : 
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—— n =lBu. gưới 

Chuỗi phương trình như vậy gọi là chuỗi phương 
trình Bogoliubov. Việc giải bất cứ một phương trình nào đó 
cũng tương đương với việc giai cä chuỗi N phương trình. Vì lẽ 
đó, giải chính xác chuỗi phương trình Bogoliubov đối với hệ 
nhiều hạt là bài toán không thể giải quyết được. Cũng chính 
vì lẽ đó, việc giải gần đúng càng có ý nghĩa quan trọng. Dưới 
đây chúng ta sẽ xét một trường hợp riêng, khi hàm @,, có thể 
được biểu diễn qua hàm @,, do đó bài toán qui về giải một 


phương trình đối với œ, là hàm phân bố một hạt. 


853. HỆ PHƯƠNG TRÌNH VLASOV 


Xét trưởng hợp tương tác giữa các hạt là tương tác xa 
(chăng hạn tương tác hấp dẫn và tương tác Coulomb, khi thế 
năng tương tác giảm theo khoảng cách theo luật 1/r). 


Vì lực tương tác giảm khá chậm theo khoảng cách nên sư 
chuyên động của một cặp hai hạt không chỉ phụ thuộc sự 
tương tác giữa hai hạt, mà còn phụ thuộc vào sự tương tác 
gIữa từng hạt với các hạt còn lại của hệ. Vì lẽ đó chúng ta có 
thể thay hệ N hạt tương tác bằng hệ N hạt độc lập trong 
trương thế năng (bao gồm trường ngoài Ủ¿ 0ò trương do N-I1 


hạt tạo ra đối uới môi hạt). 
Vì các hạt được coi là độc lập nên ta có thể viết: 
(19(Ð1, ÐỊ, Đ3, Pa, t) = @1(Ðt, Tị, E).@2(Ð2, Fạ, E) 


Ở đây @¡(Bs,R,t)là hàm phân bố xác suất đối với hạt 2. 


^ 


Phương trình chuyên động (1.12) bây giỡ có dạng: 


190 





A 3 œ 2T] \ A4 
hạ | nu SÀN Em | n (1.13) 
ŒÓỔ u=il môn  ôp 


trong đó ta ký hiệu: 
UŒ) = Uo(Œ) +(N - Uƒ UzÍE, - F¿|}b)(B¿, E¿, t)dE¿đB› (1.14) 
Để cho gọn ta sử dụng ký hiệu: 


Ñ%_ lo u ¬ 





= 11m ƒxw. LWVY vĨ 
ớt, |ên''ôy'ôr 


Khi đó ta có thể viết (1.13) đưới dạng ngắn gọn: 


CN È Dị (9N CU CÓ@N 


: =r —=== mẬI (1.15) 
có mến ổn cĐy 


Để xác định @,ta cần biết thế năng U(r )nhưng (1.14) 
lại cho thấy muốn biết U(r¿)cần biết @,. Vì lẽ đó phương 
trình động học (1.15) gọi là phương trình trường tự hợp. 


Chuyển sang hàm phân bố một hạt f=No; , và dùng ký 
hiệu T thay cho T,, ta được: 


Đại lượng - “— =-VU chính là lực tác dụng lên mỗi hạt: 
-h BÍ 
€T 


Vì vậy ta có phương trình: 


#,1ð _ go (1.16) 
ốt m-CY p 
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Nếu không dùng biến xung lượng P, mà dùng biến vận 


tốc § = thì phương trình động học có dạng: 


B |c! 
Š... „ 


ft gôt, Fốt sọ (1.17) 


@t €Œf mềêV 
trong đó lực F được xác định theo công thức: 


-VUfŒ) = -VUo() - (N - 1V UÍf - f|b(',f', t)dỹ' dĩ 


K=3Í 


Vì N rất lớn ta có thể thay (N-1) bằng N: 
F = -v|Ue@) + ƒU(£ - F|Y(',f', t)dp' dr] (1.18) 


Như vậy theo phương pháp trường tự hợp chúng ta phải 
giải phương trình động học (1.16) hoặc (1.17), trong đó lực F 
tác dụng lên mỗi hạt tại điểm T được xác định theo công thức 
(1.18). 


Công thức (1.18) cho thấy rõ lực tác dụng vào mỗi hạt 
bao gồm ngoại lực - VUo(r)và lực tác dụng từ phía các hạt 


khác trong hệ. 

Đối với hệ gòm nhiều loại hạt ta có thể viết các phương 
trình động học dạng (1.16) cho từng loại hạt. Nói riêng, đối 
với plasma ion hóa hoàn toàn (chỉ gồm hai loại hạt là điện tử 
và ion dương) ta có các phương trình: 














e < ° =0 

s +Vẹ 2 th 2 Ø, (1.19) 
Ết, „Ốc Ôp ỐE DỤ 
Aa li mốr” 1.20) 


trong đó @ là điện thế tại điểm T: 
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%0 = e[ Ẻmy TU G r,t)-f (p,r '.t)Rr'dp 1. 


Các phương trình (1.19)- (1.21) lập thành hệ phương 
trình Vlasov. Người ta thường dùng hệ phương trình này để 
khảo sát các quá trình không cân bằng trong Plasma loãng và 
ion hóa hoàn toàn. 


§4. PHƯƠNG TRÌNH ĐỘNG HỌC BOLTZMANN 


Trong mục này chúng ta xác lập phương trình động học 
tổng quát, tức là phương trình miêu tả sự biến đổi theo thời 
gian của hàm phân bố một hạt f(p,r,t)trong mọi trường hợp 


tương tác giữa các hạt trong hệ. 
Chúng ta vẫn xuất phát từ các định luật cơ học cổ điển 


song không sử dụng hàm phân bố xác suất như ở mục trước. 
Xét hàm phân bố f(p,r,t). Theo thời gian hàm phân bố này sẽ 


biến đổi vì hai nguyên nhân: sự chuyển động của hạt và sự va 
chạm với các hạt khác. 


Ø °.A ef ` ` .T .^ s AZ ^« ^ ` 
Ký hiệu É là đạo hàm biêu diễn sự biến đôi cua hàm 
der 


phân bố do nguyên nhân thứ nhất, tức là do chuyển động trôi 


(không ua chạm): Bì là đạo hàm biểu diễn sự biến đổi do 
col 


sự va chạm, ta có viết: 


HE 'Ñ) 
et et der ết col 


Thành phần thứ hai phụ thuộc cơ chế tương tác giữa các 
hạt, vì vậy chúng ta không thể dễ dàng xác định biểu thức 
của nó. Việc lập biểu thức của thành phần thứ nhất không có 
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øì khó khăn nếu chúng ta chỉ xét trường hợp cố điên. tức là 
khi chuyển động của hạt tuân theo các định luật Newton. 

Xét khoang thơi gian dt. Tại thơi điêm t + dt hàm phân 
bố là f(B + dp.F + dF. t + dt). trong đó dp và dr là biến thiên 
xung lượng và tọa độ của hạt do chuyển động trôi (không ta 
cham). trong khoảng thời gian dt. Vì số hạt bảo toàn nên hàm 
f phai thỏa mãn phương trình liên tục. 

f( + dp. + d7.t + dt) = f(Ø,F.t) (1.22) 


Giả thiết rằng khoang dt rất nhỏ. ta có thể khai triêền 


gần đúng: 


f(õ + dp.t + dF.t+ dt) = fŒ.E.t) + má5 + sử TH 


Thay biêu thức này vào vẽ trái phương trình (1.22) ta 
được: 
Tp + Tứ | dt =0 
Cp CT CŨ /đey 


Từ đó ta suy ra: 


— —  — — — — —— 


et Êp€t crểŒt 
:...„  # R ÊP e : 
Đê ý răng _ 1Í Và — = F trong đó F là ngoại lực tác 
c€t(O  m ct 


Bì __p.ữ Bế (1.93) 


Thay biểu thức này vào (1.21) ta được phương trình: 
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an (1.24) 
c€(C  m¿cT CC LÊ mai 


Phương trình (1.24) gọi là phương trình động học 
Boltzmann. Nội dung cơ bản của lý thuyết các quá trình 
không cân bằng là giai phương trình động học (1.24) để tìm 
hàm phân bố không cân bằng f(p.r,t). Vế phải của phương 
trình này biểu diễn sự va chạm giữa các hạt cùng loại (chẳng 
hạn như điện tư - điện tử), hoặc giữa các hạt khác loại (chẳng 
hạn như điện tử với các ion dương trong kim loại). Nói chung 


B là một biêu thức tích phân phức tạp, vì vậy phương 
col 


trình động học Boltzmann là một phương trình vi tích phân. 
Việc khao sát đầy đủ phương trình động học (1.24) vượt ra 
ngoài phạm vi giáo trình này, vì vậy chúng ta chỉ xét một 
phương pháp gần đúng khá thông dụng cho phép tuyến tính 
hóa phương trình (1.214). 


§5. PHƯƠNG PHÁP GẦN ĐÚNG HỒI PHỤC. 


ĐỘ DẪN ĐIỆN VÀ DẪN NHIỆT CỦA KHÍ ĐIỆN TỬ 
TRONG KIM LOẠI 


Trong một số trường hợp sự va chạm giữa các hạt cùng 
loại không đáng kể so với các hạt khác loại. Chẳng hạn khi 
xét khí điện tứ tự do trong kim loại thì ở chừng mực nào đó có 
thể bỏ qua sự va chạm giữa điện tử với điện tử. Khi đó diễn 
biến trạng thái của hệ điện tử chủ yếu phụ thuộc sự va chạm 
giữa điện tử với các hạt nặng hơn nhiều, chăng hạn như các 
nguyên tử tạp chất hoặc các ion dương của mạng tỉnh thể kim 


loại. 


Trong những trường hợp như vậy chúng ta có thể áp 
dụng phương pháp gần đúng thời gian hồi phục, hay gọi tắt 
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là phương pháp gần đúng hồi phục. Cơ sở của phương pháp 
này là gia thiết cho rằng do có sự va chạm giữa các hạt nên 
hàm phân bố không cân bằng sai khác với hàm phân bố cân 
bằng, nhưng sự sai khác đó tắt dần theo thời gian theo luật 
hàm mũ. Nói cách khác, hiệu giữa hàm phân bố không cân 
bằng và hàm phân bố cân bằng fẹ phụ thuộc thời gian theo 


quy luật: 
Ï _Íu ~ n1 (1.25) 


Đại lượng 1+ gọi là thời gian hồi phục. Người ta thường 
coi + là hằng số, hoặc cùng lắm là hàm của xung lượng D. 


Trên cơ sở điều giả định (1.25) chúng ta dễ dàng chứng 
minh rằng số hạng biểu diễn sự va chạm trong phương trình 


động học Boltzmann có dạng: 


L1 ng 
Ốt eol T1 


Nói cách khác, trong phép gần đúng hồi phục, phương 





trình động học Boltzmann có dạng: 


l,É.,gã, Í-h 


= (1.26) 
đt  mểổr ếp T 


Chúng ta sẽ chứng minh rằng nghiệm riêng của phương 
trình (1.26) thỏa mãn điều kiện (1.25). Ta tìm nghiệm của 
(1.26) dưới dạng : 


f(p,T.t) = fo(p, r) + $(t)w(0, r) (1.37) 


Thay (1.37) vào (1.26) ta thu được phương trình đối với 
hàm $ (trên cơ sở giả thiết rằng p không phụ thuộc thời 


gian, còn + = const ). 
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Nghiệm riêng của phương trình này là = conste !“*, Từ 
đó thấy rằng f thỏa mãn điều kiện (1.25). 


f—fo = const.e !/1 


Như vậy giả thiết f - fạ ~ e †!“! tương đương với giả thiết: 


H - Thọ 
ết col t 


Để minh họa việc áp dụng phương trình gần đúng hồi 
phục (1.26) chúng ta khảo sát độ dẫn điện và dẫn nhiệt của 
khí điện tử tự do trong kim loại. 

Trước hết ta nhận xét rằng nếu v là giá trị tuyệt đối của 
vận tốc, ?. là bước chuyển đời tự do của điện tử thì thời gian 
hồi phục : chính là thời gian chuyển đời tự do, vì vậy ta có hệ 
thức: 


— (1.28) 


Ở đây m là khối lượng điện tử, p là giá trị tuyệt đối của 
xung lượng. 

Trong trường hợp cân bằng fạ chính là hàm phân bố 
Fermi-Dirac: 


1 
Íọ “HS. (1.99) 


ekf +1 
Giả sử quá trình dẫn nhiệt và dẫn điện là quá trình 
dừng, khi đó ta có: 


Sf _o (1.30) 
êt | 
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Chúng ta xét trường hợp có gradien nhiệt độ dọc theo 
phương z, đồng thời có điện trưởng đọc theo phương z với các 
thành phần như sau: 


E = j0.0.E) 
Lực tác dụng lèn điện tử là: 


F = Í0,0.-eE} (1.31) 


Vì không gian không đồng nhất theo phương z nên nhiệt 
độ T và thế hóa sẽ là hàm của z: 


T=Tim) 


Để ý tới các hệ thức (1.28), (1.30), (1.31) và (1.32) ta có 
thê viết phương trình động học (1.26) như sau: 


Để giải gần đúng phương trình này chúng ta thay f bằng 
f; vào vế phải : 


(1.33) 


Dưa theo hàm phân bố Fermi-Dirac (1.29) và lưu ý rằng 
lu và T là hàm của zZ, ta tính được: 


ðùb _đu œ _P; đo 
Êp, & €p, m é 
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“u- _. -lÿ —Hị 


C 
ï"m j3Ỷ““. Km 
ekT +1j 


5.5", 1m (6a, 3)e 








CZ c=H cZ (“Ì Éz h cH KT CTLìaœ 
nh ỚT 
8 T cTIị& 
Thay các kết quả này vào (1.33) ta được: 
Ỳ.B F ;:—kL)ẾT C1, 
'.= lãnh hÌ +eE —. (1.31) 
P ý Tj/& A5 


b) R. 2 K) 
Ý DỆ+pZ+p 
trong đó : sø= - ,KIÊO ——— 
2m 2m 
Để tính độ dân điện và hệ số dẫn nhiệt chúng ta cân tính 
dòng điện và dòng nhiệt. 


Mật độ dòng điện được tính theo công thức: 





Con số 2 xuất hiện là vì khi tính số trạng thái can lưu ý 
` ° ˆ x. ˆ ` lí z > ° « 2 hư 
răng spin cua điện tư băng s) do đó có hai định hướng. Đêẽ 
chuyển từ tích phán theo biến xung lượng sang tích phân theo 
năng lượng ta sử dụng hệ tọa độ cầu: 
dp = dp„dpydp; = 2msin 0d0p” dp 


2 


Yïi x= : , ta cố: 8 = x(2m)”“”z”“Ý sin 0đ0d:: 
m 
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Mặt khác, ta có p; = pcosÔ = (2me)! cos9. Từ các hệ thức 
này ta có thể viết lại công thức tính mật độ dòng điện như 


sau: 





"nÊ [49 [£.ecos9sin 6dc (1.35) 
TL Khu 0 0 


le = 


Lấy biểu thức f từ (1.34) thay vào vế phải (1.35) và lưu ý 
rằng trong trạng thái cân bằng (f=f,) dòng bằng 0, ta dược: 


1$ [cos? ðsind9[2 lấ =.. +eE.le = 
ØT T )øôz 





- ¬ 


Thực hiện phép tích phân theo biến 8, ta được: 








}. ng l3 re! cBE cá - 
3n2HŠ ọ x êz c 
- 2me ều 1E Gfo L K c. › CÍo 
` ... E — “ñ (e)e° —=d 
3n nỗ lÍE- TJ `° llJzex TH: Tu 


Chúng ta viết ?2({e)vì bước chuyển đời tự do nói chung 
phụ thuộc năng lượng. Ta đưa vào ký hiệu: 


Mạ = |?" —. (1.36) 
0 


Biểu thức mật độ đồng điện bây giờ có thể được viết dưới 
dạng ngắn gọn: 


.__—9me|l(êu mÌếT 1ốT 
-—2° | <È—-F |C—+eE|Mị +——M | 
lv ayg lE b)P ‹e _ Tø | x“—n 


Mật độ dòng nhiệt lượng (năng /ượng) được xác định theo 
công thức: 
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3 
q=———jÊP_ tp 
(2xn)” 2m m 





Thực hiện phép chuyển từ tích phân theo xung lượng 
sang tích phân theo năng lượng. đồng thời thay f từ biểu thức 
(1.34), ta được: 


u = ¬ (2-2 +et M, Mìịo, ñ (1.38) 
3x/h3 đlÃ li "`" W 


Như vậy, để tính mật độ dòng điện và mật độ dòng nhiệt 
lượng ta cần tính tích phân M, (n=1,2,3). 





Ký hiệu ?(e)£°” =@„(e), ta có thể viết : 
rÍ ðt 7 of 

Mạ = [?(ek° — = [@u(œ)——>de 
0 C€ 0 lào 


Trong đó f¿ là hàm phân bố Fermi - Dirac: 


h“==— 


L-ÊN - 
ekf +] 





c ng ” ? sa. 
Đặt sa x, ta có thê viêt: 


kT 

đụ 2h áx 1 ến 

ôc Øx dc KT éXN 

Mạ= Í @n(u+kTx)_——dx (1.39) 
—=u/kT CX 


Dựa theo biểu thức fọ, ta tính được: 
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-~ ` ` ` cÍu +, * , ŸƑ“ —° + ^ 
Rö ràng là hàm —— có hai tính chất nôi bật sau đây. 
lí : 


cÝo __ 





` 
` ` = ki, = " = 
là hàm chăn, bởi vì: —-————= 5 
x EEaƑ xsÿ 


"¬ 


cÍ 


_— —_- giam nhanh theo luạt AX khi |x| táng. 
N9 


C{ 
tX 
- sẽ =1⁄1 
VN 





X 
Hình 20 
Trên (hình 20) có vẽ đồ thị - _ Ỏ nhiệt độ bình 
thương. khí điện tử tự do là khí suy biến. do đó: 


 EỦ xe¡ heg .È xe] 
4 KT 


Từ các nhận xét trên chúng ta thâyv có thể khai triển 
hàm øạ trong tích phân (1.39) thành chuôi tại điêm x=0 (tức 


là e=u) và giới hạn ở một vài số hạng đầu: 


`) 


!f (k 
0g(+ KTX) = @n(H) + KTỪXxen (H) + 


+ 


= — tPn(H) +... 


—— 
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2 -'pn“ 


| kh : ðf 
lu = | 09 tk vs —(0y(U)X” chớ 





—tt/TR > 


Vì T >>1 nên ta có thể thay -H/KT bằng -z: 
+ _9.„. v2 


Mu„= [ 003kg, 005: ki 


—% 





@?(u)X” “| _ dx 


Mỹ ` 
Vì =¬ là hàm chăn nên . là hàm lẻ, do đó khi lây 
(X 


F ˆ à Sỉ ạ CÍo , R 
tích phân chứa xã "sư _ v.v... chúng ta sẽ được 0. 
: ¬ 


Mặt khác, ta cần lưu ý rằng: 


fe(z) =0 và fp(—>) =1 


Trên cỡ sở các nhận xét đó ta có thể viết: 
kỹ .,. 7v 
Mạ = ~@n() + ~—0n() lư 2. 8x 1. 


—œ 
z II. z si” Ẵ : G1 ˆ : Z ` 
Có thể tính tích phân Í _ —- ly một cách dê dàng: 
._. 


z f z f “ 
1 + 5 
[ x3 - Láx~3ƒx2— Lag=-Š— 


`) `} -) 


Mạ dược Bể -c n†=igE I6 (1.40) 


Dựa theo kết qua này và biểu thức œ@„ = l()£”, ta tính 


sì. ⁄...U 
| .... NÊN AC NÑ «1ƒ: 
Mìq=-t IS”: A ÁN Tà. —H so 
m 8 m 


được: 
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Ma =-t “ưa s 35 n3\.2m2 tiểu” ˆ 
| m 24 m 
trong đó: : xa 
V > 
m 


Ta hãy tính mật độ dòng điện khi không có dòng nhiệt 


lượng, tức là khi =-0. để xác định hệ số dẫn điện (hay độ 


dẫn điện) của khí điện tử. Cho =0 trong biểu thức (1.37) 
ta được: 


~ 


2me“E 2e Ev2m _ s/» 
"nã 4" 3213. 'H 
37th 7L” h 


=^ 





Ta có thể lấy gần đúng các giá trị 1 và ụ ở mức Fermi: 





2m V 
ò À, 
0 2o 
m 


trong đó À s là bước chuyển đời tự do khi s = Họ. 


Như vậy biểu thức mật độ dòng điện có thể được viết 
dưới dạng: 
j, =øE 
3 3 


trong đó: HŠ tuy ¬ tp (1.41) 
m YÃ: 
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Đại lượng ø chính là độ dẫn điện của khí điện tử trong 
kim loại. 


Để tính hệ số dẫn nhiệt ta cần tính dòng nhiệt lượng khi 
dòng điện bằng 0. 


Dựa theo công thức (1.37) ta thấy dòng điện bằng 0 khi: 
a 
PH. M,lã 


_="— 1.42 
êz Mạ T ôz xn 


Với điều kiện (1.42) ta có thể viết lại công thức tính dòng 
nhiệt lượng (1.38) như sau : 


Dựa theo các giá trị đã tính được của M,,M; và M; ta đi 
tới kết quả sau đây: 


ếT 
_an ra 
êZ 
trong đó hệ số nhiệt X được xác định theo công thức: 


x - | "r{no) _3\.2m (1.43) 
ảả m 


Từ các kết quả (1.41) và (1.13) chúng ta thấy hệ số dân 
nhiệt và hệ số dẫn điện của khí điện tử tự do trong kim loại 
liên hệ với nhau theo hệ thức: 


, 2 k 2 
+ e] (1.44) 


Hệ thức (1.44) phản ánh nội dung của định luật 
Videman-Frantz. Nội dung của định luật Videman-Frantz là 
tỷ số giữa hệ số dân nhiệt và hệ số dẫn điện biến thiên tỷ lệ 
-với nhiệt độ tuyệt đối. 
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Chương II 
LÝ THUYẾT LƯỢNG TỬ CÁC QUÁ TRÌNH 
KHÔNG CÂN BĂNG 


§1. PHƯƠNG TRÌNH LIOUVILLE LƯỢNG TỬ CHO 
CÁC QUÁ TRÌNH KHÔNG CÂN BẰNG 


Ta sẽ xây dựng lý thuyết lượng tử các quá trình không 
cân bằng trên cơ sở giải phương trình Liouville cho ma trận 
mật độ trong trưởng hợp ma trận mật độ phụ thuộc vào thời 
gan. 


Giả sử Hamiltonian của hệ gồm 2 phần: phần không phụ 
thuộc thời gian và phần phụ thuộc thời gian. 


H(t) =H + H} (2.1) 
H} trong (2.1) phải thoả mãn điều kiện: ở thời gian 
t= -œ thì H) =0, tức là: 
Một, „=8 -_ 84 


Hamltonian H mô tả tương tác của hệ các hạt với 


trường ngoài có thể viết dưới dạng: 
Bì = ->.B¡P,(Q (2.3) 
j 
Trong (2.3): F;(C) - Lực ngoài 
B¡ - Toán tử không phụ thuộc tưởng minh vào thời gian 


Nếu nhiễu loạn được đưa vào một cách đoạn nhiệt thì: 
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HỆ =-Ye°!- 12t (2.4) 
@ 


Trong (2.4): ồ- Số dương vô cùng bé. BQ toán tử cơ lượng 
tử không phụ thuộc tường minh vào thời gian. 


Từ tính chất hermite của toán tử suy ra: Bỏ = B,.. 


Toán tử ma trận mật độ (oán tử thống kê) œ thoä mãn 
phương trình Liouville lượng tử: 


ii SC =|H+HÌ 0| (2.5) 


Trong trường hợp Hamiltonian của hệ phụ thuộc thời 
gian thì toán tử ma trận mật độ œ sẽ phụ thuộc thởơi gian và 
điều kiện ban đầu trong trường hợp này là: 


@|t=_œ =0ọ = Z2" E5 hột (2.6) 


Với Hamiltonian (2.1), ta đặt biến mới: 
Gœ=eỶ œe ñ (2.7) 


=>oœ=e # el (2.8) 


Ta thấy rằng (2.7) và (2.8) cho ta mối liên lệ giữa các 
toán tử ma trận mật độ phụ thuộc vào thời gian œ và ø. 


Từ (2.8) ta có được: 


Ì Ì l ] ] Ì 
Ê@œ n ——=Ht — -Ht ---Ht aä —Ht 1H =—=N — —Ht 
-HÌ h0 øe? x+ec?” — ceÀ +—_—e *# fäc{Ẵ*° là 
h et h 
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~ * * * 


HE B >=cHtAø SHI 


= Ta _c ~.‹ = { ˆ 
=He * øe# x+e? Mở -e” øœe? H (29a) 
ê 
Do |H + H†,ø|= |H†,o|+ (Ho - øH]) (2.9b) 


Nên từ (2.9a), (2.9b) suy ra: 


ềm 


LH 1 “. 
lh — = eÏ lH,øÈ h_ =ih —= 
t ẤT 


HHị() 5] (2.10) 


Phương trình (2.10) là phương trình Liouville lượng tử 
cho toán tử ma trận mật độ phụ thuộc vào thời gian ø. 


R 1 —Ht ¡ ,HI 
Ở đây: H/((t)=e? Hie ? (2.11) 


Biểu thức H‡(t) là toán tử nhiễu loạn ngoài liên hệ với 


toán tử H bằng công thức (2.11). 


§2.LÝ THUYẾT PHÁN ỨNG TUYẾN TÍNH 


Từ phương trình (2.9) ta thu được ö(t) dạ»g: 
t 
- 1 \ ~>@nhc: 
ã()=øo + ƒ 2 jHÈ(t)ã()jt (2.12) 
Hay suy ra: 


t -:Hft—t TH{t~t) 
sð(t}=@g + Í _e H t)/A|H1.,øE* dt. (2.183) 


—œ 
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Nếu nhiễu loạn ngoài là nhỏ, thì nghiệm (2.12) có thể 
thu được bằng phép gần đúng lặp và thay œ@ ->oọ ở số hạng 


thứ hai với ý nghĩa gần đúng bậc nhất: 


t 
(=0) + ƒ + lHl.(~t) oạ t (2.14) 
_—_ 1Ã 


Sứ dụng đăng thức Kubo cho toán tử A bất kì: 


B. 
ÍA, gh L- 5 XH: HÍ.' H*Haq:. (2.15) 
0 
m , xi si — ¬ 
Với lưu ý trong (2.14): @ạ =2 © (B=—=—). ta có: 
KọT 


e*““'Ht(t - bong, (2.16) 


© 
II 
=>) 
œ=œ 
Fˆ.. 
— 
| 
—=“—¬®°= 
———~ 


Ö đây: HÌ(t -t)= ~lHÌ(t -t)H| (2.17) 
L¡ 
Nếu œạtrong (2.14) là phân bố chính tắc lớn của Gibbs 
thì trong (2.16) phải đặt biểu thức: 
ñL(t —t)= 2H -t)H-pN| (2.18) 
ì 


Ta có thể chứng minh sự đúng đắn của việc sử dụng công 
thức Kubo (2.15): 


Đặt: |A,e-?H e PHSfB) (2.19) 
Ở đây S (8) là toán tử cần tìm. Do: 
ePH [Ae-9H - e-BHA}~ S(B) 


ePHA¿-?H _ A =Sí(p) 
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Suy ra có phương trình: 


= - eBHAerBH _ ¿BH AHe-BH - 20H [AH}k?!' 
( 


với điều kiện: SÌs~o =0. Từ đây suy ra: 
. : 
S= -[e“H[AHk-?”'4¿. 
0 


Nghĩa là ta đã chứng minh được đẳng thức Kubo (2.15). 


Với biểu thức của @ theo (2.11) hay (2.16) ta có thể tính 
giá trị trung bình của bất kì đại lượng vật lý AÁ nào trong gần 
đúng tuyến tính theo H, 


(A) =Sp(oA) (2.20) 


Đặt (2.14) vào (2.20) ta có: 


(A)= Anh tÍ ~(A().Hi(v)) at (2.21) 


'Hị - Ht 
A(t)=e? Ae 7 (2.22) 


Trong (2.91), kí hiệu <...>, = SŠp(©ọ..) là lấy trung bình 
theo toán tử ma trận mật độ (oán tử thống kê) cân bằng oọ. 


1 khix>0 
ới sử ‹í hiệu hàm bậ 0(x) = 
Với sử dụng kí hiệu hàm bậc thang (x) l Ehi s (2.23) 
ta có: 
œ ] F ì 
(A) =(Ab +Í _ A(t) H}.(t') >> dt (2.214) 
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Ỏ đây: << A(t)B(t) >>= 9Ít—t 2 (A(B (t/)Ì) (2.25) là 


hàm Green hai thơi gian trong vu + lượng tử. Hàm Green 
(2.25) phụ thuộc vào hiệu (t - t'), tức: 


(A(t).B()); = (A(t-t)B), =(AB('-tụ (226) 


Thực vậy: 
II AI 1 —- VU 
(A(t).B(t)) = Z-Su|c te Ae ! " | 


'h(t-t)_ -HỆt 


"HÍ -9) . 
= nan Be ” gi VH bào (AB(t- t)) (2.27) 





(Điều này cũng đúng đối với phân bố chính tắc lớn của 
Gibbs với sự thay H > H - ụN. 


Như vậy có thể nói nhiễu loạn ngoài ảnh hưởng đên giá 
trị trung bình của đại lượng vật lý A thông qua ham Green 
(2.25). 


Nếu đặt (2.16) vào (2.20), ta có: 


_ XỄ s.« 
A)= Sp(oA) = Sp(¿A) - Sp(og )Í ƒe““HL(t- te “!!AdAdt 
0—z 


(A)=(A), -[ j @/"Ñt(e ”"A() đoạt 


—=ẰẲœ 


= (A) vi ke ""H}()e?"Ấ()) dAdt (2.28) 


—œ 


Có thể viết (2.28) dưới dạng: 


(A)= (A), -jj te- ứa)A(t))dadt 
=(A) tÍ (Hit - iuA)Ä() dAdt (2.29) 


Đối với nhiễu loạn ngoài (2.3) ta có thể viết (2.29) thành 
biểu thức sau: 


(A)= (A) => Í (A)B,(9))P,(Đav 


} —œ 


(A)= (A), K> Ị ƒ lệ '"B,(}^"A()) F,(NtdA (2.30) 


Đây chính là công thức Kubo cho phản ứng tuyến tính 
của hệ lượng tử. 


53. LÝ THUYẾT PHÁN ỨNG PHI TUYẾN 


Từ phương trình Liouville (2.10) tương tự như đã làm 
trong §2 ta có: 


® 1 t t tn~-]1 Thu HỊ H La” 
(ð({ ) = d)Q ï J8h z dta... J dta.e tỊ (tị) tọ (ta)... U (tz).6o]|- 
(2.31) 


Đối với giá trị trung bình cúa đại lượng vật lý A bất kì, 
ta có: 


(A)= (A),+ PT jân jdu- -Jât, spÍH' (t,)|H] (t,)-- 


(11)" 
rạn) s0] hÌ (2.32) 
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Chuỗi (2.32) mô tả phản ứng phi tuyến của hệ với nhiễu 
loạn ngoài HÌ.Ta có thể thu được công thức thuận tiện hơn 


cho phản ứng phi tuyến của hệ bằng cách sử dụng các biến đổi 
sau: _ 


Phương trình chuyển động đối với toán tử tiến hoá U (t): 


ng ¬ (H+H}JU() (2.33) 


Khi H =0 thì nghiệm của (2.33) có dạng: 


-*Ht 
UÍ(t)=e ? 


Từ (2.33) ta cần phải đặt thêm điều kiện ban đầu: 
THt 
8É Ulje=l (2.34) 


Ta sẽ chứng tỏ rằng nếu U (t) thoả mãn phương trình 
(2.33) và điều kiện ban đầu (2.34) thì: 


ø(t)= U(t}»ạU” (t) (2.35) 
thoả mãn phương trình Liouville (2.5) và (2.6). 


Thực vậy từ (2.35) ta có: 


1h “an 00, (t)+ U(t}oo ai = 


=|H+H}}U(tbạU”(t)- U(}sgU*(9|E + H} ) = [H +H})o| 
Nghĩa là: 6(t), = 0o, hay nói cách khác trở về (2.6). Để 
—>—œ 
THt 
tiện lợi trong việc tính toán này, ta nhân (2.33) với eỶ từ 
bên trái : 
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HÀ : 
= iz¡—|e? U(Q|=e* HIUỆ= 
LH `" 'Hì ' Hì 
=e" Hle? e? U(t)=Hi(k? UÍt 

Nghĩa là: 

^ 'Hì ' Hị 
= e*“ U(t|=H|(k*» UỆ (2.36) 

C 

| ¬. 

Ö đây : Hi(t)=e* Hịe ñ (2.37) 


là toán tử năng lượng nhiễu loạn trong biểu diễn 
Heisenberg. Lấy tích phân (2.36) từ —œ đến t với sự lưu ý 


(2.34) ta có: 


Ht _ t THỊ 
UỆt)= e " h ta | Hị (tị? U(t)dt (2.38) 
P __ co 


Để tiện lợi, đặt: 


U/t)=e* UỆ) = U/()=1+ 2 j H (t,)U¡()}dt 


Với điều kiện ban đầu: Ủn (tÌ:-_« =1 
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Giai phương trình tích phân bằng phép lắp ta có thể thu 
được chuỗi của lý thuyết nhiễu loạn đối với U (t): 
-THị z l 
U)=e*# ®"——- [dt jau. "Tum (t¡)H, (t;)..H (tạ) (2.39) 
=0 (¡ S2 : : . 
Toán tử U (t) có thể viết dưới dạng thuận tiện hơn với 
việc sử dụng toán tử thứ tự Đ. 
P|A(t) (t¡)B (t›). LÍt nÃ= A(t¡)B (ts)..L(tn) 


Ở đây t;> t; >...>t„: A, B,...L là các toán tử phụ thuộc vào 


thơi gian. 
Ỷ tụ En-1 1 | ] 
Kể S. jdt Ídt... [dtyH; (I)H; (ty).HỊ = 
1 1 t tnq HỊ ( l Ì 
=—— | dt ƒdta... [dt (t )..H 
n (n}" _„ Í ˆ ,ˆ XIN _ 


" 


ĐUY Ta: U()=e 2. _H j Kệ (2.40) 


Tương tự đối với phân bố chính tắc, trưởng hợp phân bố 
chính tắc lớn của Gibbs ta viết: 
ø(t)= U(tke-®(H-P)*(t) (2.41) 
ø(t)= U(te ?ÍH-#X-9hm(() (2.42) 
Nếu f (A) là hàm cũa toán tử A thì ta có hệ thức: 
Uf(A)U* =f|UAU'). 


Ở đây U là một toán tử biến đổi Unita bất kỳ. 


(2.43) 


UU*=U*U=1 


Ta sẽ chứng tổ điều đó. 
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Do U“U = 1 (UA"U' = UAU'... UAU' = (UAU))" 


Phân tích f (A) theo chuỗi Taylor f(A) chứa A" nghĩa là 
Uf (A)U' chứa UA"U'. Từ đó ta suy ra Uf(A)U"' chứa 
(UADU'))”. 


Tức là ta có được (2.43) (điều phải chứng mình). 


Với (2.43) và (2.41), ta có: 


= t)= expE- P[U( (t)HU' (t) -*ÌÌ (2.44a) 
Trong " hợp phân bố chính tắc lớn của Gibbs ta có: 
t)= expL ñ[U( (tQXH - uN)U'” (t) -FlÌ (2.44b) 


Lưu ý rằng trong lý thuyết phản ứng tuyến tính, mối 
liên hệ giữa lực ngoài F (t) và phản ứng của hệ AA = <A> - 
<A>›g sẽ cho bởi hệ thức tích phân: 


AA(t)= [Lí - t)F(t)dt (2.45) 


Ở đây LÍt-t')= - << A(t)B(U) >>là hàm Green hai thời 
gian trễ. Trong lý thuyết phản ứng phi tuyến của hệ, mối liên 
quan của lực F (t) và AA cho bởi tích phân: 


AA(t)= ƒ Lí,vW|F()- [k(t,t)AA(t}t lat' (2.46) 


Ở đây hàm L (t,t) xác định phản ứng của hệ, k (t',t") xác 
định phản ứng của mối liên hệ ngược lại. Tức là ảnh hưởng 
ngược lại của hệ lên nhiêu loạn ngoài F|[...]. 

Trong lý thuyết phần ứng tuyến tính không có mối liên 
hệ ngược lại đó: 

f[F()]= FÍt): LŒ,t)=L(Œ-t): k(Œt,t)=0 


và (2.46) chuyển về (2.45). 
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Lý thuyết phi tuyến trình bày ở đây sử dụng trong giới 
hạn khi bỏ qua nhiễu loạn nhiệt động xuất hiện do tính cơ học 
và môi trưởng thụ động. Nghĩa là sự gia tăng trong môi 
trường là không thể xảy ra. 


§4. CÔNG THỨC KUBO CHO TENXƠ ĐỘ DẪN 
Xét ảnh hưởng của trường điện biến thiên dạng: 
E(t) = Bọ cos Ote®t = ReE i9tretE, Ì :i< +0) (2.47) 
Ta tác dụng lên phản ứng tuyến tính của hệ. Khi đó toán 
tử Hị có dạng: 


HỆ = -> e¡(EoR, Ìcos OteŠt = -(Eọ, P)cos Ote°! (2.48) 
l 


Trong công thức (2.48): e, là điện tích hạt ¡; r¡ là bán 
kính véctơ vị trí hạt ¡ :P= >e¡r, là véctơ phân cực. 


1 


Dưới ảnh hưởng của (2.47), trong hệ xuất hiện dòng điện: 


Ủ»)= J (0„(0H;())jdt (2.49) 


Trong công thức (2.49): 


H‡() = -(Eo,P(©kosot.e°! 


J„(t) = 2911 túc in (2.50) 


Ö đây, J„ là thành phần œ của toán tử dòng điện: là 
thành phần œ của toán tử vận tốc của hạt ¡. Từ (2.49) và 
(2.50), ta có thể viết: 
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œ 


0„)= SE [ (0„(@P„(Œ}Eo,cosOt'.e®dt' (2.51) 


V —œc 


Hay viết dưới dạng: 


(„) = ~Relsu,(©)JEo, (2.59) 
với Ø„v() = — [eietel (0„P„()))dt (2.53) 


là tenxơ độ dẫn. 


Sử dụng đẳng thức Kubo ta có thể viết công thức cho 
tenxơ độ dẫn (2.53) dưới dạng: 


PB : - 
ø„v(©) = ƒƒe'°!"*!',1„Œ+12))dAdt (2.54) 
00 


Công thức (2.54) có tên gọi là công thức Kubo cho tenxơ 
độ dẫn điện. 
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BÀI TẬP CHO PHẦN III 


1.Dựa uào phương pháp gần đúng phục hồi để xác định 
tenxơ độ dẫn điện của bhí điện tử tự do trong km loại đồng 
`2 


~ 


nhất khi  = c(B). Xét trường hợp riêng khi e= == 
m 


9. Đối uới các điện tử không suy biến trong chất bán dân 


có thể coi hàm phân bố ƒa trong phương trình: 


là hàm phân bố Maxuell - Boltzmann. Hay tính độ dân điện 
2 

đốt uới trường hợp K=ả bà x = Ä|Ÿ| ”, trong đó m là khối 
m 

lượng hiệu dụng của điện tử, A là hằng số dương còn œ >-T. 


3. Dựa theo công thức: 


Nn = [@n(e) 0 dc 
0 a2 


trong đó ƒy là hàm phân bố Fermi-Dirac, hãy tính gần đúng 
tới số hạng thứ ba các tích phân M,, M,, uà M,. 


4. Đối uới khí nitở N› ở điều biện tiêu chuẩn (T=0°C uà 
p=1 atm) bước chuyển dời tự do có thể tính theo cônr:g thức: 


(=+V . 


Trong đó V là uận tốc chuyến động nhiệt trung bình của 


các phân tử trong trạng thái cân bằng. 


a/ Dựa theo phân bố Maxuell hay tính V biết khối lượng 
phân tử nitơ m=46,5. 10”“hg. 
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b/ Tính thời gian chuyển đời tự do t biết rằng: 
Ê =ñ,8. 10m. 


õ. Xác định các hệ số dân điện, dân nhiệt của kứm loại 


đốt uới bhí điện tử không suy biến nếu dọc theo trục Ox tồn tại 

° ` 2 ° A đẻ T ` « 
gradient dừng cúa nhiệt độ vr “Nhường uò được đặt trong 
trường E, còn t= Av“ (A»0; >7. 


6. Xác định tenxơ dân điện đối uới các điện tử của bứn loại 


trong điện trường uù từ trường. Các điện tử được coi là suy biến. 
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PHẦN IV 
MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP LÝ THUYẾT 
TRƯỜNG LƯỢNG TỬ CHO CÁC HỆ 
NHIỀU HẠT TRONG VẬT LÝ THỐNG KÊ 


Chương l 
PHƯƠNG PHÁP CÁC TOÁN TỬ SINH HẠT 
VÀ HUỶ HẠT 


§1. TOÁN TỬ SINH VÀ HUỶ HẠT BOSON VÀ 
FERMION 


1.1 Một vài khái niệm quan trọng 


Ta sẽ nhắc lại một vài khái niệm quan trọng cần sử 
dụng. 


-Toán tử A là một qui tắc hay một phép toán mà nhờ nó 
ta có thể biến đổi hàm w thành hàm ọ. Ta nói rằng toán tử A 
tác dụng lên hàm vw cho ta hàm ọ và viết rằng A =o. 


-Toán tử A là toán tử tuyến tính nếu ta có: 
-Toán tử A* được gọi là toán tử liên hợp với toán tử A 
nếu thoả mãn điều kiện: 


¡W”(x)ÄTœ(x)dx = [(ÂW(x))”@(x)dx (1.9) 
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hay viết gọn < w,AÏ@>=<A w, > 

-Nếu AT= A thì toán tử A là hermite. 

-Nếu A =Aw/ thì / gọi là hàm riêng và A gọi là trị riêng 
của A. 

-Điều kiện chuẩn hoá hàm sóng: 

(#,#)= ƒW”(x)W()dx = 1 (1.3) 

- Yếu tố ma trận của toán tử A: 


(.Áo) = ƒ(x)Äqw(x)dx (1.4) 


-Giá trị trung bình của đại lượng A ký hiệu là A 
A= ụ, Av) = [W*{x)AW⁄(x)dx (1.5) 


(chỉ có trị riêng A, giá trị trung bình A và yếu tố ma trận 


Á,Áo) là có ý nghĩa vật lý và xác định được) 


-Ta có thể thay đổi biến của hàm sóng kèm theo phải 
thay đổi toán tử miễn sao cho các trị riêng A, giá trị trung 


bình A và yếu tố ma trận (. Áo) không thay đổi là được. 


Khi nghiên cứu bài toán hệ các hạt đồng nhất thưởng dùng 
biến của hàm sóng là số hạt ở cùng một trạng thái đơn hạt và 
toán tử của các đại lượng vật lí được biểu diễn qua toán tử 
sinh hạt và toán tử huỷ hạt. Đây chính là nội dung chỉ đạo 
của phương pháp các toán tử sinh hạt và huỷ hạt. 

- Có hai loại hạt và tương ứng với chúng có hai loại toán 
tử sinh hạt và huỷ hạt: Hạt boson và các toán tử sinh hạt và 


huỷ hạt boson: Hạt fermion và các toán tử sinh hạt và huỷ 
hạt fermion. Hạt boson có spi® nguyên (hoặc bằng 0), hàm 
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sóng là đối xứng và không bị ràng buộc bởi nguyên lý Pauli, 
tức có thể có hơn một hạt ở cùng một trạng thái. Hạt fermion 
có spỉn bán nguyên, hàm sóng là phần đối xứng và bị ràng 
buộc bởi nguyên lý Pauli, tức không thể có hơn một hạt ở cùng 
một trạng thái. 


1.2 Toán tử sinh hạt và huy hạt boson 


* thoả mãn phương trình: 


Gia sử toán tử â và â 

Lã,8”]=áã” - 8 "ä =1 (1.6) 

Bài toán đặt ra là xác định những trị riêng của toán tứ 
hermite â” â và thiết lập hệ thức liện hệ giữa chúng. Lưu ý 
rằng: ở đây â? được hiểu là toán tử liên hợp với toán tử a. 

-Trước tiên ta nhận thấy nếu ®nlà hàm riêng chuẩn hoá 
của toán tử ñ= â” â. 

n®n = n®ạ (1.7) 

Trong đó n là trị riêng của toán tử n tương ứng với hàm 

riêng ®,, thì ta có: 


n =< ®n,ñ®ạ >= ®„n,â? â®ạ >=< â®n,âđ®ạ >= lan (1.8) 
Nghĩa là n là số thực không âm.Sử dụng hệ thức (1.6),ta 

tìm được: 

â=â ” aâa-(1+ã” â)â=-a (1.9) 

ñá?-a? nzZa?aãa'-a'? á?a=ã *(1+ã ®ä)-ã á ` â=á”`” (1.10) 
Từ (1.7), (1.8), (1.9) dễ dàng nhận thấy: 

ñ â ®¿=(â ñ-4) ®ạ=ân ®ạ -â ®ạ =(n-1) â ®ịạ (1.11) 


ñ â† ®n=(â† n+4*)®n=a” na +ấ” @ạ =(n†1)a” ®ạ (1.12) 
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Từ (1.11) và (1.12) suy ra rằng: Nếu ®ạ là hàm riêng của 
toán tử n=â” átương ứng với trị riêng n thì a ®ạ; và a“ ®ạ 
cũng là những hàm riêng của toán tử n=â ” â tương ứng với 
trị riêng (n-1) và (n+]). 

-Ngoài ra, các số n nằm cạnh nhau khác nhau một đơn 


vị. Gọi nạ là trị riêng bé nhất của toán tử ñ, khi đó ta có: 


n®n, = nọ®ạ, (1.13) 
nñâ®ạ, = (nọ -1)â®,, (1.14) 


Vì nạ là trị riêng bé nhất của ñ nên không thể tôn tại trị 
riêng (nạ-1) nữa, do đó (1.14) chỉ xẩy ra khi a®ạa, = 0. 
Mặt khác: 


nọ=<®ạ,,n ®ạ, >= <Ó®ạ,,â” â®n, > = <â®n,,â®ạa, > =0 (1.15) 


Tức các giá trị của n có thể là: n=0,1,2,... 
-Chú ý rằng: hàm â ®ạ và ®„_¡ đều là hàm riêng của 


toán tử n tương ứng với cùng một trị riêng (n-l1), nên chúng 
chỉ sai khác nhau một hằng số, tức là: 
â ®ạ = œ@®n_¡ (1.16) 
Trong đó ơ là hệ số được xác định từ điều kiện chuẩn 
hoá. Từ (1.8) và (1.16), ta có: 
n=<đ®ạ,n ®ạ>=<Œạ, ä'âŒạ >=<â@®,, â@®,> 


— œ2 °“. sỹ ®n_†> =œˆ 


Từ (1.17) suy ra: œ =vn (1.18) 
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Từ (1.16) và (1.18), ta có hệ thức : 
â®n =vn®,„ _¡ (1.19) 
-Tương tự, hàm 4â'*®„ và ®„_¡ đều là hàm riêng của 
toán tử n tương ứng với trị riêng (n+1), nên ta cũng có: 
a"®n= B®n_ 
(1+n) =<®ạ, (1+ñ)®ạ > =<®„, (1+â*á)®ạ>=<@®a, ââ*®n> 
=<a'0,, a”®n>= Bˆ< S3: ®n_Ị>= B 


—> B= v1+n —>â*®U =vl+n®, „ị (1.20) 


Từ (1.19) và (1.20) ta có nhận xét: toán tử â*” và ácó thể 
xem như là toán tử tăng hoặc giảm trị riêng n của toán tử 
n=ä† â một đơn vị: do vậy, ta gọiâ vàâ là toán tử sinh hạt 
và huỷ hạt, còn toán tử n=á” a là toán tứ số hạt nói chung. 

-Trạng thái ®¿ (nạ = 0) gọi là trạng thái chân không. Đối 
với trạng thái chân không ta có: 


â®ạ=0;  (®ạ,®ạ)=1 


lậi 
[ar] (1.21) 
âT®g = tủ - ÑY*. = Œọ 





Trong trường hợp tổng quát nếu gọi ây là toán tử huỷ hạt 
boson ở trạng thái k và â, là toán tử sinh hạt boson ở trạng 
thái l thì giữa â,và â,có hệ thức giao hoán sau: 

1khik = £ 


ly,á?|=âxâ7 -âzây =Ôy¿ = l1 (1.99) 


lâv,â;|= 0; kt.x‡Ì¬n (1.23) 
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1.3. Toán tử sinh hạt và huỷ hạt fermion 


-Trước tiên ta xây dựng hàm sóng của hệ N hạt 
fermion trong biến số chất đầy (ức biến của hàm sóng là số 
hạt ở cùng một trạng thái đơn hạt). Hàm sóng này phải là 
hàm sóng phản đối xứng đối với giao hoán hai hạt bất kì cho 
nhau và tuân theo nguyên lý Pauli: "Không thể có hơn một 
hạt ở cùng một trạng thái "' 


Giả sử nạ, nạ, nạ,..., ng (n, = 0,1) là các hạt ở trạng thái 
đơn hạt '*ft,,Wựy,, Wíẹụ,,...., fky,. Khi đó ta biêu diên hàm 


sóng trong biến số chất đầy: n„ như sau: 








®(1,, 0, 0,... 0) = W;() (1.24) 
Xu(y) TY 
®(1,, 1„„ 0,...0)= -— kế) k2) (1.25) 
v2! |f4'(¡) Wy.(Sa) 
THÁI)  TR,(E2).... XV,(ẾN) 
LBLUCICGO Thi IT xe. TT. 
1 se. h nh Ö 
Tu) TTRy2) -- ky(ŠN) 
(1.26) 


Ta nhận thấy, khi giao hoán hai hàng hay hai cột cho 
nhau thì định thức (bậc N) đổi dấu (ức hàm sóng phản đối 
xứng), còn khi có hai hàng hay hai cột của định thức giống 
nhau thì định thức bằng 0 (tức hàm sóng tuân theo nguyên lý 
Pauli: “Không thể có hơn một hạt ở cùng một trạng thái”). 


Hàm sóng hệ N hạt fermion trong biến số chất đầy trong 
trường hợp tổng quát được viết dưới dạng: 


(ŒỨU,, Hạ,..., Ty,...,. Ủy... HN) (Vối Hạ = Q, 1) (1.27) 
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Gọi ê‡ và êy là các toán tử sinh hạt và huỷ hạt fermion. 
Các toán tử này khi tác dụng lên hàm sóng (1.27) phải đảm 
bảo giữ nguyên tính phần đối xứng của hàm sóng và phù hợp 
với nguyên lý Pauli. Do vậy, các toán tử ê‡ và êytác dụng 


lên hàm sóng (1.27) theo nguyên tắc sau: 


Trong trường hợp hàm trạng thái chân không ®(0, 0,.., 0) 


ê‡ ®(0, 0,...0) = ®(1,, 0,... 0) (1.28) 
êy ®(0, 0,...0) = 0 (1.29) 
c„ ®(1,, 0,...0) = ®(0, 0,...0) (1.30) 


Trong trường hợp tổng quát: 


-H TÍN, ñce. 5x... Ba... Hỗ 
= 0t, (1-n,) ®í(n;, nạ,..., (1-ny),..., nụ,..., Dg) (1.31) 
ự (ỈNG, Eg›uca, Đa, nụ,..., Tw) = 
= Ô¡TH/®(NH¿, Tạ,...,fy,..., (1-Bq),..., By) (1.32) 


Ở đây hệ số 0, =(—1)'*,0, =(-1)Ÿ“ với vự bằng tổng tất 


cả các số chất đầy đứng trước nụ, tức: 


VỊ, = nhị +12 +-...+ - (1 33) 


V¿ =ñHỊ +Hạ +...+n¿_ 1 
(Chú ý rằng: hệ số 9y và 0 đảm bảo giữ nguyên tính 
phản đối xứng của hàm sóng: thừa số (1-n,) trong (1.31) và 
thừa số n; trong (1.32) để cho sự phù hợp với nguyên lý Pauli). 
- Xét toán tử ñ=yÿê, tác dụng lên hàm sóng (1.97). Do 
n„ = 0, 1 nên n =nạ và đặt nị =(1-nạ), ta có: 


Eụ ĐỆN:, Tu... Tiu..¿ bị... Bư)= Õp BVỮ HD .,[-By).., Đà... ma) 


— Øụ n„®(n;, Ò- PC. /UNNG Ty sscy ng) 

"h Ck Hy, ñy, ...ñạ,.... Dụ;..; ng) — 

=€k[Øy ny®(n;, nạ,..., nị,..., 'ị,..., ng)] 

= tụ n¿ Ôi, (1- nị,)®(n¡,n;,..., nị.,..., ị,...,N) 

—_nŠ „5 

=9'n; địn:, Day ng Dgpiscc Tổị 6š: 1g) 

E T.€D{Hy, Hạy..., Dyy,.-.y Dụ...„ Tĩg) (1.34) 
Từ đây ta thấy rằng toán tử ñ¿ = ê¡ €¿là toán tử số hạt. 


và nyạ = 0, 1 và Ớ(n;, nạ,..., nụ,..., nạ,..., ng) là trị riêng và hàm 
riêng của toán tử số hạt ny. 


-Giữa các toán tử êj và ê, tôn tại hệ thức phản giao 
K Ì k 


hoán sau: 
E.e‡}= Ê;€k +Êkê¿ =Ö¿k (1.35) 
(¿,êv}=0 : E7,Êÿj=0 (1.36) 


§2. HỆ CÁC DAO ĐỘNG TỬ ĐIỀU HOÀ 


Dao động mạng tỉnh thể có thể coi là hệ các dao động tử 
điều hoà. Hamiltonian của hệ các dao động tứ điều hoà có 


dạng: 





¬ếi (1.37) 


^ * a “^ ` + và 
Trong (1.37): Dạ = _ và Xạ là toán tử xung lượng và 
| k . 


toán tử toạ độ: Hạ là Hamiltonian của một dao động tử điều 


, 
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hoà.Giải phương trình Shrodinger với Hamiltonian HỊ của 
một dao động tử điều hoà: 


vn, Œụ) = En, Ÿạ, (XE) (1.38) 


| _ g# gg R 
hy (Xk) = Ản,® Ệ "mm 





2 @"k -Ð m0 
Hạ, (9= eổ c kế lr§mj[Tacx (1.39) 
: l 
En, = hœ.(nạ +: 1y = 9, 1, : ĐC (1.40) 


Ta sẽ chỉ ra rằng trị riêng En : theo (1.40) có thể nhận 
được bằng cách thay đổi biến của hàm sóng là các số chất đây 
và biểu diễn Hamiltonian qua các toán tử sinh hạt và huỷ hạt 
âk và ây. Đặt: 








1/23 
ñu= = (Ðt.Xk tí Pk (1.41) 
2h. 
.. 1/3 
Bị = (®kXk _¡Pk (1.42) 
2Ï, m _ 


Từ (1.41) và (1.42) dễ dàng có: 


„ tây (ây +â¡) 


M0) 1 M_. -g 

(ây —âk) | | 

= yjhmo x————— (1.44) 
KÔ 8 


Tháy (1.43) và (1.44) vào Hị. ta tìm được: 





(1.43) 


”„^ 
Lư 
|Í 


hy 





Hạ =——= (â;â, +âyâz) (1.4ỗ) 
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Dùng hệ thức giao hoán giữa các toán tử toạ độ và xng 
lượng xp- p§ =1, ta thu được : 


3,3; —-3/3, =1 (1.46) 
Từ (1.46) ta nhận thấy toán tử ây và ầy chính là toán 
tử sinh hạt và huỷ hạt boson. 


Thay (1.45) vào (1.39), ta có: 


.< “ kỚâ‡ây +Ù)= ñoy(AŸây t2) (1.47) 


Trong công thức (1.47), toán tử ây ây chính là toán tử số 
hạt, tức ñy =âkây. 

Giả sử®„, là hàm riêng chuẩn hoá của Hy trong biến các 
số chất đầy, tức là : 

Hi®n, = En,®ạ, (1.48) 

Khi đó, hàm sóng ®,„. cũng là hàm riêng của toán tử số 


hạt ñy =âÿây, tức là : 


^ ^+^ 
nụ dÓ = đtầtk "ẮN —=1y dÓN (1.49) 


Từ công thức (1.37) và (1.46) ta có thể viết Hamiltonian 
của hệ các dao động tử điều hoà thông qua các toán tử sinh 
hạt và huỷ hạt boson dạng 


H=yhoy(á‡ây +2) (1.50). 


Và từ công thức (1.47), (1.48), (1.49) ta tìm được trị riêng 
Eny : 
k 
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: sả g l l 
Hk®n, = ho (âyây +2}®h, — ho .(nạ lở hn. = đa ®n 


'¬ ng, = ho (nụ +2) : My E du sâu ví: 


Đây cũng chính là biểu thức (1.40). 


Lưu ý rằng: Vì chỉ có hiệu các mức năng lượng mới có ý 
nghĩa vật lí, nên việc chọn gốc tính năng lượng không quan 
trọng và vì vậy để tiện lợi người ta chọn gốc tính năng lượng 
sao cho năng lượng ở trạng thái cơ bản bằng không. Lúc này 
Hamiltonian của hệ các dao động tử điều hoà được viết dưới 
dạng : 


H=Yhoyâi‡ây (1.51) 
L 
Dao động của mạng tỉnh thể có thể xem như những giả 


hạt có năng lượng rời rạc bằng @, và xung lượng bằng ñk, 


giả hạt này có tên gọi là phonon. 


83. HAMILTONIAN CỦA HỆ ĐIỆN TỬ 


Ta xét hệ các hạt đồng nhất fermion bao gồm N hạt điện 
tử. Ta sẽ biểu diễn Hamiltonian của hệ xem xét thông qua các 
toán tử sinh hạt và huỷ hạt fermion êÿ và ê. 


3.1 Trường hợp N hạt điện tử không tương tác 


Giả sử phương trình Shrodinger của hệ N hạt điện tử 
không tương tác có dạng : 


Họ WŒ....ÉN) =Eo W,....ÉN) (1.52) 
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Trong đó f = èñ là toán tứ Hamiltonian của hệ N điện 
¡=1 
tử không tương tác, FEo=YE,m. và WŒt,.šy) tương ứng là trị 
k 

riêng và hàm riêng của toán tử Hamiltonian Họ. Toán tư H 
là toán tử Hamiltonian của một điện tử và tương ứng ta có 
phương trình Shrodinger của một điện tử : 

H %¿()=E, #(š) (1.53) 


trong đó: *, (É) và E, tương ứng là hàm riêng và trị riêng của 
toán tử Hamiltonian của một điện tử (n, = 0, 1 là số điện tử ở 
trạng thút đơn hợt). 


Theo phương pháp 'các toán tử sinh hạt và huỷ hạt 
fermion, ta có thể thay đổi biến của hàm sóng (§¿, š;,..., šy) 
và biểu diễn Hạ qua toán tử sinh huỷ hạt fermion Ê}, Ê 


miễn sao cho trị riêng của (1.52), tức Ee vẫn như cũ là được, 
nghĩa là ta có : 


Tu lấy sc ‹ ÔNÓ => ĐNG Ty sẽiẽ Tuy vs: Tu sa NQ) (1.54) 
Họ (D(WuvTig,... Ty... Dạy ý. Hi EU, Ty úy Tụy sẽý; ly «.›y Bi 
=3 bnk9Xm,H2,....Rk,...,B¿,s...BN ) 
=>Bi.eiÊk3(1¡,n2,.., Bị... Hz..., Đ ) (1.55) 
— Họ = EEietêi | (1.56) 
Biểu thức (1.56) chính là Hamiltonian của hệ N hạt điện 


tử không tương tác biểu diễn qua toán tử sinh hạt và huỷ hạt 


e†,Êy. 
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3.2 Lượng tử hoá lần thứ hai 


Trong phép lượng tứ hoá lần thứ nhất ta thay toạ độ 
bằng toán tử toạ độ, thay xung lượng bằng toán tử xung 
lượng, thay năng lượng bằng toán tử Hamilton, giải phương 
trình Shrodinger tìm năng lượng và hàm sóng. Trong phép 
lượng tử hoá lần thứ hai ta coi hàm sóng như trường cổ điển 
và thay hàm sóng bằng toán tử trường. Ta sẽ chứng tỏ kết quả 
(1.56) cũng có thể thu nhận được bằng phương pháp lượng tử 
hoá lần thứ hai. 


Ta biết rằng %4($) là hàm riêng của toán tử H tương ứng 
với trị riêng E„. Khai triển hàmW() theo hệ hàm riêng trực 
chuẩn %⁄4(š) 


#($)= _- tu) (1.57) 


Trong đó c, là hệ số khai triển. Giá trị trung bình năng 
lượng của một điện tử ở trạng thái #(§) bằng: 


E=ƒ#°@HW(Œyš = »(ƒ W{:()ÑW(ME)ckcx 
k,k/ 
= >PkỗkkCkek => ELCkCy (1.58) 
k k 


Nếu thay:  c„ —> êy, c¿:—> ê‡, thì ta có : 


#() —> Ứ() = —êyW(§) 
“ 
#*() —> #?() = 5 êÿ2(Š) 
kí 


E — Họ = ƒ#*(2)H#()dg = >ị 1:6) (SME}{êi 
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— _> FkŠk kiÖ'Êk = > PkÊkÊk (1.59) 


Rõ ràng (1.59) và (1.56) là một biểu thức và ta đã thu 
nhận được kết quả (1.56) bằng phương pháp lượng tử hoá lần 
thứ hai. 


3.3 Trường hợp N hạt điện tử tương tác với nhau 


Hamiltonian của N hạt điện tử tương tác với nhau có 


dạng: ì 
H=Họ + Hặm (1.60) 
Trong đó: 
5 1 HH s36 s 
Hạ = g2 WÑ¡,§j) với (1 # )) (1.61) 
1) 


Với WŒ,, š) là thế tương tác cặp hạt ¡ và j. Giá trị trung 
bình của thế năng tương tác cặp ứng với một hạt điện tử trong 
trạng thái #Œ,), #(;) bằng 


AC tr. Xạy 
2wW=ƒV`( Éi|j#'É;}w É;}w É:.:jW MỆ,):;ÌV(;)Wš, (1.62) 


Làm tương tự như phần hai. Ta đặt 


#Ệ;) =2, co, Ê;): W;) =>, ca Tụ É:) 
Đ 


q 
#“Éj)= EekYkÊj) #“É¡)= xe, (:) 


vào (1.62), thu được 


2W sG” z2 tkvbskicrera (1.63) 
Trong đó ta kí hiệu tích phân : 
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(k|wlpa) = (2É ¡)VXÉ ¡)WỆ ¡.É ¡)VyÊ ¡}Va ¡É ¡4k ; (1.64) 
Nếu thay : 
œ ->* ÔŸ ¡ œ¿ -> Êj ¡ cụ ®> Ếp ¡ tạ > Ôu 
và #Œ)—> WỆ ¡): #Œ) ¬ tỆ¡): #*€¡)—>#*€;): #`&j))¬>#*£ j) 
thì ta có : 
2W ¬ lm = 


1 Tujdh B 
¬ È (k⁄|w|pqEkê?Êpêa (1.65) 
p. 


^^ 


„,Ð 


Thay lạ từ (1.59) và ạ„; từ (1.65) vào (1.60), ta thu được 
Hamiltonian của hệ N hạt điện tử tương tác với nhau dưới 
dạng : ° 

^ xăm „ Ẵ mm". 

he >EvôLôi + Pu |w|pq)Êkê7êpê„ (1.66) 

p.q 

Đây chính là biểu thức của toán tử H biểu diễn thông 
qua toán tử sinh hạt và huỷ hạt hay trong biểu diễn lượng tử 
hoá lần thứ hai. 


§4. HAMILTONIAN CỦA HỆ ĐIỆN TỬ - PHONON 


Để viết toán tử Hamiltonian ñ của hệ điện tử - phonon 
thông qua các toán tử sinh hạt và huỷ hạt, trước tiên ta tìm 
cách biểu diễn toán tử Ÿ mô tả tương tác giữa điện tử và 
phonon thông qua toán tử sinh hạt và huỷ hạt. 


4.1 Tương tác giữa điện tử và phonon 


Tương tác giữa điện tử và phonon cho ta một loạt các 
hiệu ứng quan trọng. Tán xạ của điện tử lên phonon dẫn đến 
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chuyển điện tử từ trạng thái với véctơ sóng k đến một trạng 
thái khác với véctơ sóng Kkvà là nguyên nhân xuất hiện điện 
trở trong tinh thể. Tương tác giữa điện tử dân với phonon gây 
ra sự hấp thụ (hơy bức xạ) phonon và là nguyên nhân cơ bản 
của sự tắt dần sóng ngắn trong kim loại. Hấp thụ và bức xạ 
phonon ảo trong quá trình tương tác giữa điện tử và phonon 
gây nên sự hút nhau của cặp điện tử và là nguyên nhân của 


hiện tượng siêu dẫn. 


Để giúp cho việc nghiên cứu lý thuyết lượng tử các hiện 
tượng trên, ta sẽ biểu diễn toán tử V mô tả tương tác giữa 
điện tử và phonon thông qua toán tử sinh hạt và huỷ hạt. 


Giả sử thế năng của điện tử trong tinh thể khi tinh thể 
không bị nhiễu loạn (không có dao động mạng) được xác định 
bởi công thức : 


U(f) = Ð_U,( - ñ), ñ = nã, +n,ã, +n,ã, 
ñ 
Nếu hạt nhân trong nút mạng ñ dịch chuyển một véctơ 


nhỏ u. (ức có dao động mạng)thì thế năng của điện tử sẽ 


thay đổi và trở thành: 
U(F)+ AUfF) = Ð.Uo(f - ñ - ũa) (1.67) 
n 
Sự thay đổi thế năng U(f) -> U(f)+ AU(F) theo (1.67) có 


thể hiểu là do nguyên nhân tương tác giữa điện tử và dao 
động mạng( tức tương tác giữa điện tử uà phonon). 


Tiếp theo, vì u, là véctơ nhỏ, nên gần đúng ta có 
UoÉ - ñ - ũz)~ Uo( - ñ)~ ñaVUof£ - ñ) (1.68) 
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Thay (1.68) vào (1.67), ta suy ra biểu thức 
AUÿ) = >(- ñzVUa(£ - ñ)) (1.69) 
n 


Trong công thức (1.69) véctơ dịch chuyểnu,theo lý 
thuyết dao động mạng cổ điển có dạng 
h 1/2 
Dạ n Di ———x e:(q ". (1.70) 
È| xu 00) ( k q) gj 
(uới &;(- 8)= ¡ (4) uì lạ 2è £hực) 
Trong đó : j là chỉ số ngành dao động (=1, 2, 3). 
Nạ là số ô cơ bản của tinh thể. 
M là khối lượng của ion. 
q là véctơ sóng dao động. 
o:(g) là tần số dao động _ 
e;(q) là véctơ xác định sự phân cực. 
Nếu chuyển từ lý thuyết dao động mạng cổ điển sang lý 


thuyết dao động mạng lượng tử ta thay véctơ dịch chuyển 
u; bằng toán tử dịch chuyển ủạ và tương ứng aạ; ->âa¡ là 


toán tử huy phonon, 3-ãi . Â Tại là toán tử sinh phonon : 
h 1/2 
u; >u; =Y|———| 8 ,q)expGgn)ta;+^4-:j/ (1.71) 
F| mang] ( ) bị; . 
Theo ĐÐ3 (công thức (1.59)), toán tử Hamiltonlan của hệ 
N điện tử không tương tác khi không có dao động mạng có 
dạng : Họ =ƒW*Œ)H#£)dš 
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Khi thế năng của điện tử thay đổi do tương tác điện tử - 
phonon tức khi U(f) -> U(f)+AU(f) thì toán tử Hamiltonian 
H-›»H + AUff) và tương ứng toán tử 


Hamiltonian 
Họ - +VŸ, trong đó : 


ở = ƒ#*£)A0Œ)#): =['#*(ckÍ_ñzvUaŒ -ñ))f(68; (.72) 


Toán tử V là toán tử mô tả sự tương tác giữa điện tử và 
phonon. Biểu diễn các toán tử #*(£) qua ê‡:, (£) qua êy 


#*(£)= >êtWwŒ): #⁄()= >êxŸ\ É) 


và toán tử dịch chuyển uữ; qua â”- 


ái và aạ¡ theo công thức 
(1.71), ta có thể viết Ÿ dạng : 


š.. TH PC A ám D- ^+ 

V= 1 VjEƑ, Êg(âäi +8_g¡) (1.78) 
q.k,J 

Trong đó Vị (q)= V;Í- ä) là hằng số tương tác điện tử- 


phonon. Tương tác điện tử - phonon được biểu diễn bằng đồ 
thị sau : 


crấ k-đ 
0 0 

HP Ng :, 

k q k q 
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Trong đồ thị trên, huỷ hạt được biểu diễn bằng véctơ đi 
đến đỉnh 0 và sinh hạt được biểu diễn bằng véctơ từ đỉnh 0 đi 
ra. 


4.2 Hamiltonian của hệ điện tử - phonon 


Nếu bỏ qua tương tác giữa các hạt cùng loại (tương tác 
điện tử - điện tử, tương tác phonon - phonon là không đáng 
kề), thì Hamiltonian của hệ điện tử - phonon có thể viết dưới 
dạng tổng của ba số hạng: Hamiltonian của hệ điện tử không 
tương tác + Hamiltonian của hệ các dao động tứ điều hoà 
(phonon)+ Hamiltonian tương tác điện tử - phonon, tức có 
dạng : 


DN... "- “kiếp - "ti. Zx/3. ,¿%, 
H= 2 t°£C + 2, Ì©q3qAq + >V(E s6i(âa tai TL 7Á) 
‹ Š - 


(bỏ qua chỉ số ngành dao động) 


Biểu thức (1.74) chính là Hamiltonian của hệ điện tử- 
phonon biểu diễn thông qua các toán tử sinh hạt và huỷ hạt 
(trong biểu diễn lượng tử hoá lần thứ hai ). Nó được sử dụng 
rộng rãi để xây dựng lý thuyết lượng tử, giải thích hàng loạt 
các hiệu ứng quan trọorg trong vật lí chất rắn. 


§5. MỘT SỐ HỆ THỨC ĐẠI SỐ TOÁN TỬ QUAN TRỌNG 


Trong bài này chúng ta sẽ thiết lập một số hệ thức đại 
số toán tử quan trọng thường gặp trong lý thuyết lượng tử các 
hệ nhiều hạt. 


1. Hệ thức 1 


ˆ 


Nếu A, B là hai toán tử phản giao hoán: 
nào đó: n là một số nguyên, thì ta có hệ thức sau : 


tí ì\ 


là tham số 
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- s8 - ¬ - rF ^ “ rF n 
a. e°Bne-ÉÀ „ [s£^8e SA) (1.75) 
b. e'^F(B}-Ê^ - F(eÉ*Be ÉÀ) (1.76) 


Chứng minh hệ thức (1.75): Viết vế trái của (1.75) dưới 
dạng : 
ešÂ4Bne-§^ - e`^BB.....Be $Â = e°^2Be-Ê^eŠ2 Be Š`e$^...Be #4 = 
—.-.=s. ¬.¬ ằ.ẽố<ằ Sc "nến 
nlan 1 1 
(e'^Be 8 |s:^be-*} [e'Sãe $4 ]z (e'^ôe-91) = vế 
`.“Í_—ừƑ—Ƒ—.—__ ⁄z<=—“—=————___ 
nlan 
phải của (1.75) 
Chứng mình hệ thức (1.76). 
Phân tích F(B) thành chuỗi ( hình thức ). 





| e"FlB] B" : 

F{B] = „ Ấ"FB] 8" c„Bn (1.77) 
| 1m. đET” HH n=Ị : 

ê"F(B) ¬¬ 

Ở dầy: cv = x v.Ắ hằng số nào đó 


n AB" 
uy ra, ta có : 
eš^r(B}k-£^ Ea Sc„e§2Bne-£A (1.78) 
n=l 
áp dụng hệ thức (1.75) cho (1.76), ta có: 
c'^Ƒ|B}-š^ = >eạ(e#`ñe #Ö)" = F(e'^ãe 94): vế phải 
n= 
cua (1.76) 
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2. Hệ thức 2 


Nếu A,B là hai toán tử phản giao hoán, thì ta có hệ 
hức sau: 


a. Â8"Â~! = [ABA -!J" (1.79) 
b. ÂF|B]A-!=F|ÂBÂ"] (1.80) 
Chứng mình hệ thức (1.79) 

Tương tự như chứng minh hệ thức (1.75). 


ÂB"Â-! = ÂBÊ...BA!=(ÂÊA~!)|ABA-!).(ABÂ~!Ì=[ABA 1 


... niân 





Chứng minh hệ thức (1.80). 


Tương tự như chứng minh hệ thức (1.76) : 


rê)- x 2FE), ö" = Ec,8" 


nIB" nỈ 
AF(B]A-! = #c„ÂB"Â~'= >ea(ABÄ~!)"= F|ÂBA -!Ì 
n=l n=l 


3. Hệ thức 3 
Nếu A, B là hai toán tử phản giao hoán (tức [Â, B]# 
0) và từng toán tử A,B lại giao hoán với [A,B]Ị (tức 
[A,[A, B]]=[B,[Â, B]]=0) thì ta có hệ thức : 


eÂ+B _ ¿Ã„ô„~1/2|Ã.ê| _ „„Â~1/2|À.8] (18D 


Chứng mìinh: Đề chứng mình (1.81) ta sử dụng công 
thức trung gian là hàm của š sau : 


241 


f(Z) = e#^e$B (1.82) 
đa 


Ae" Ag£B +e#^Be- EA cÉAoề B~(Ậ +e2Bạe- šA)£(c) (1.83) 
Đặt : ø(S)= e5^Be-šA 


= N cš^ A be šÁ +e$#^Be šÂ(T~A)= eÉA lAB}-⁄^ =[A,B] 
S 


(vì theo giả thiết [A,B] z0) 


= |A.BÈ + const 


(0) = const = B 
Suy ra : ọÍE)= |A,B} +B (1.84) 


Đặt (1.84) vào (1.883), ta có : 
= =(Â +|Â,B} + 8fŒ) 


_ 
¬" 


z(Ã+B)+~{Â.Bk? _ 
f(0)=const, f(š) = const -e : (1.85) 


Từ (1.85) và (1.82) ta có : 
f(0) = const = 1 
SUY Ta : 


f(£) = „&|A+B}k1/3|A.B}” - cÉA„£&B 


Với š = 1, ta có: 


„Ä+Ð _ „Â„B„-1/3|Ä.B| 
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4. Hệ thức 4 


Giả sử â”, âlà các toán tử sinh hạt và huỷ hạt boson. Khi 
đó ta có hệ thức: 


a. Ẹ NỈ = dạ*Jˆ” = . (1.86) 
a 
b. °,Aa}]=-¿&)“1- -8Ì. (1.87) 


Chứng minh hệ thức (1.86): Đối với toán tử sinh hạt và 
huỷ hạt boson, ta có: 


L,a*|= aa"-a”a =1 
la k7| =ala*Ƒ -b*Ƒa =aa*k*Ƒ-k*Ƒa 
-(asJefˆ-e}a -ktƑt+atbaê k*Ƒ°-k*Ja 
" lâm + a*ÍI + a*ala+ƒ ” - *ƒa 
Ì 


§:Ƒ?+k*Ƒ!+..+k*ƒa-k*Ƒa=&*Ƒˆ' - S2 


flan 


Tương tự ta chứng minh cho hệ thức (1.87). 
5ð. Hệ thức õ 


Giả sử x là tham số, f(a,aT) là hàm của các toán tử sinh 
hạt a' và huỷ hạt boson và có thể phân tích thành chuỗi theo 
a, a*. Khi đó ta có : 
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a. e*^(|a, a*—*2 = tÍa, aT +x] (1.88)0 


b. e~*4ˆ fÍa,a* 2" = tÍa + x,a 
Chứng minh hệ thức (1.88): Theo hệ thức 1.85 (b) ta có 


(1.89) 


thể viết vế trái của (1.88) dưới dạng 
Xa „+ -xa Ì ~ fÍe*^e-* hã, e*2a?e~ xa) 


e*2{Ía,a* 2 = f[e*^ae*2,e a*e 
(1.90) 


= (|, e*%a*e xa] 
*°*, Phân tích hàm g(x) thành 


Xét hàm g(x)= € a€ 














chuỗi: 
n n 
sÍx)= > “—Ẽ “ 
n=0 % (x=0) : x 
Khi n=0 : 
gíx=0) = g” (1.91) 
Khi n=1] : 
Øg Xa„ +, —Xxa Xa_„+ xế 
_— g= a : a 
Xa É"2aa*e—*^ _ e*2a*ae œ-a)  &t8)~ e(x)aJ(„..)2 
= |aa* -a tak= h.a ke „(9ì bà |=1) (1.92) 
Khinz2 : 
2 2 2 2 
= XI l,a lệ iệ» (1.93) 
(x=0) : 1 


Khi n=3 : 


SE EỆ-e- 


x3 E1 


(1.94) 
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Từ (1.91) - (1.94), ta có : 

øg(x) = a" | (1.95) 
Đặt (1.95) vào (1.90), ta thu được vế phải của (1.88): 
e*^{Ía, at» = tk, " +x) 

Tương tự ta cũng chứng minh được công thức (1.89). 
6.Hệ thức 6 _ 


Gia sử f(a, a”) là hàm của các toán tử sinh hạt (a" ) và 


huỷ hạt (a) boson và có thể phân tích thành chuỗi theo a, a” 
khi đó ta có 





a. |a,f(a,a`)|= _ (1.96) 
b. [:-.f(a.a')]=-= (1.97) 


Chứng minh công thức (1.96). 
Xét hàm trung gian : 
(x) = e*2f(a, at (1.98) 


Theo hệ thức (1.79), ta có : 


@(x) = th, a*+ x) (1.99) 
SUY ra : 
ôfla, 8” + x) P ôo{(x) _— „Xa +Ì-xa _ „xa +Ì -xa, 

= ——- e af[a,a | e tÍa, a k a 
=ao(x) e(x)a = |a.e(x)Ì (1.100) 
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Hư SE È gu” = lm| (|ạ* +xJ” 'Ì=tm =&* +xƑ 


êa” —>0 x>0 đX 


= #aa' L..s Iạ he, +xj 
— 


(1.101) Kết hợp (1.99), (1.100), (1.101), ta có : 


2fxs']_ nạ #Äw2” t5] ma g)- " 


Chứng minh công thức (1.97) tương tự. 
7. Hệ thức 7 


Giả sử œ là tham số, khi đó đối với toán tử sinh hạt 
(a!) và huỷ hạt (a) boson, ta có hệ thức : 


a. e 02 8.04 '4 _ aeØ (1.109) 
b. e “2 2a†eøa 2a _a†e-e (1.108) 


Chứng minh công thức (1.102). Xét hàm ọ(%) dạng 


@(x)= e*2'2ae-*2'2 (1.104) 
— e*a *a_+ —xa”a xa *a_ —xa”*a_,+„_ 

a aae =ẽ ae a a-— 
"` (1.105) 


aa, a| = a`aa — aa”a = a”aa — (I + a*aÌa = 
a`aa — a_— a' aa = —a (1.106) 
Đặt (1.105) vào (1.106) ta có : 


êg(x) k _exa"aae~xa'a s -o(x) 


@(X) = const e *;œ(0)= const = a —>0(x) =a.e ” (1.107) 
Với x = -œ, ta thu được công thức phải tìm. 

e 0a ”a.a0a'a = „pửR 

Công thức (1.103) chứng rmminh tưởng tự. 
8. Hệ thức 8 


Giả sử x là tham số khi đó đối với toán tử sinh hạt (a') và 
huỷ hạt (a) boson, ta có hệ thức : 


e*2 4£, at; xa"a = tÍae—, a*e*] (1.108) 


Chứng minh công thức (1.108). Theo hệ thức (1.76), ta 
Có: 


e*aˆaƒ|a a1 xa"a * (Ích tạg mía ai (1.109) 

áp dụng hệ thức (1.81), (1.82) cho công thức (1.99), ta có 
(với œ = -X ) : 

xa "a£ÍQ, a + }—xa 4 - f[ae*,a *e*} 

9. Hệ thức 9 


Giả sử ơ, B là các tham số, khi đó đối với toán tử sinh hạt 
(a! )và huy hạt (a) boson, ta có hệ thức : 


a. e-lea+Ba* |, +g|ea+Ba "] =a” —-œ _ (1.110) 
b. e-lea+Ða*)yales+Ba'Ì~a+p (1.111) 


Chứng minh công thức (1.110). Xét hàm trung gian F(y) 
dạng : 
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F() . e-øa+Ba* }„ +2 øa+Ba * ỳ (1.112) 


m = -e loa+Ba" }(¿a + Ba*}à*e|£a+Ba"È š 
be De"  ns + ga*) 

—— .-asBa"Ìvaas,lbasBa" È „ ạ~s+Bs*k„az+glea+8a*] 

—-œe œ a+8a”% [a,a†]e# a+§B a” ) 

¬ xử (1.113) 
F(y)=-œy + cưnstWVff=uunstEes*=> F(y)=-ơy +a” (1.114) 
Với y = 1, từ (1.112) và (1.114) ta thu được : 

e-lea+Ba* ), + |ea+Ba* "... 

Chứng minh công thức (1.111) tương tự. 


10. Hệ thức 10 


Giả sử œ, B là các tham số ; n là số nguyên, khi đó đối 


với toán tử sinh hạt (a” )và huỷ hạt (a) bosson , ta có hệ thức : 
a. e2 (a+ =* +a}e* (1.115) 
b.(a)"eP2" = eP2' (a+p}" | (1.116) 
Chứng mình công thức (1.115). | 

áp dụng hệ thức (1.110) với œ —> - œ, B=0, ta có : 
e52a*e 52 =a” +ơ _ 


Luỹ thừa bậc n cả hai vế, ta có : 


ca. *e—oa |? -kb? ta (1.117) 
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áp dụng hệ thức (1.75) cho (1.117), ta có : 
.” ạ+}*e-e = N +al 
- e*2(a+Ƒ = k? ta e° 


Đây chính là công thức cần chứng minh 


Chứng mình công thức (1.116) tưởng tự. 
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Chương Ilï - 
BIÊU DIÊN SHRODINGER, BIÊU DIÊN 
HEISENBERG VÀ BIÊU DIÊN TƯƠNG TÁC 


§1. BIỂU DIỄN TƯƠNG TÁC 
1.1 Biểu diễn Shrodinger và biểu diễn Heisenberg 


Giả sử chúng ta có hệ nhiều hạt với Hamiltonian H và ta 
xem xét sự thay đổi trạng thái của hệ đó theo thời gian. Để làm 
điều đó ta cần phải giải phương trình Shrodinger : 





A = Ho(t) (2.1) 


ở đây ¿(t) là hàm sóng của hệ. Nghiệm của phương trình 
(2.1) về hình thức có thể viết dưới dạng : 


QÍt)= e “hộp (2.3) 


( Trong công thức (2.2) hàm ớ„ là hàm không phụ thuộc thời 
gian f ) 


Nếu F là toán tử nào đó, thì sự thay đổi theo thời gian của 
yếu tố ma trận của toán tử F đó có thể xác định bởi công thức : 


Fnm (t) = (ez(F6„ ()) = ðñ, efft re" (2.3) 
Ký hiệu toán tử F(t) : 
F(t) =eiHtpe-lt (2.4) 


Ta có thể viết yếu tố ma trận F,„(t) dưới dạng : 


Fam()= (ðn,E(bn,„ (2.5) 


Nghĩa là F„„(t) là yếu tố ma trận theo hàm ¿¡; của toán 
tử FÍt. 


Việc chuyển cách viết (2.3) sang cách viết (2.5) đối với 
yếu tố ma trận F,„(t) được hiểu như là việc chuyển sang một 
biểu diễn mới, trong đó hàm sóng của hệ không còn phụ thuộc 
vào thời gian, nhưng thay vào đó toán tử Fít) lại là hàm của 
thời gian. Biểu diễn mới này gọi là biểu diễn Heisenberg. Biểu 
diễn ban đầu, khi hàm sóng của hệ là hàm phụ thuộc vào thời 
gian, còn toán tử F không phụ thuộc vào thơi gian, được gọi 
là biểu diễn Shrodinger. 

Từ (2.4) ta tìm được phương trình đối với toán tử F(t) 


đưới dạng : 


ốF(t) = iHeiftre-iHt _ ;„iHtEc-ïHtN 


= i(HẼ() - Ế(t)H) = ¡|H, Ÿ() (2.6) 
1.2 Biểu diễn tương tác 


Ta tìm hiểu một biểu diễn khác có tên gọi là biểu diễn 
mu tác. Ta viết Hamiltonian của hệ nhiều hạt H dưới dạng 
tổng của hai số hạng: một số hạng mô tả các hạt không tương 
tác Hạ và một số hạng mô tả tương tác giữa các hạt Hị„ 


H “= Họ + H;„; (2.7) 


Khi đó nghiệm của phương trình Shrodinger (2.1) lại 
cũng có thể hình thức viết dưới dạng : 
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$()=e *!9; (2.8) 


(Trong công thức (2.8), 6,„(t) là hàm phụ thuộc uào 
thời gian) 


Từ (2.8) có thể viết dưới dạng 
'®m()=e "4É (2.9) 
Nếu đạo hàm theo thời gian hàm sóng $,„:(t), ta có : 


¡2hm) = (tHoe"eg() +eng ¬ 


- iÍ(Hueffst¿(t) +efto L ¡Heift¿, 
= — Họe"10(()+e'f.(gọ + Hụ„)M() 
=~ Hoe ”°f4(()+ Học ”°'4(t) + e”!°!H,é() 
=Ăe He (0 (2.10) 
Nếu ký hiệu : 

H,(t)= e"!°°H, ue_ at (2.11) 
Thì ta có phương trình đối với hàm sóng ¿„„(t) : 

¡5m n.„(9„() 2.12 


Ta nói, $y (t) là hàm sóng trong biểu diễn tương tác. 


Đối với yếu tố ma trận của toán tử F nào đó, ta có : 


Fnm () = œ (CF Ôm ()) = lẫn (”" Fe ()) 
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= W0) — (0.18) 
Với FÍt)= efotre-!Hot (2.14) 


Nghĩa là yếu tố ma trận của toán tử F(t) theo hàm 
sóng $;„¿ trong biểu diễn tương tác. Phương trình đối với toán 
tử F(t) : 


2U s i[Hạeiftotpe—iHot l§ elHotpe-IHotH | i[Họ, F(t)| 


(2.15) 


Ta có nhận xét khi so sánh (2.4), (2.6) với (2.14), (2.15) 
là trong biểu diễn tương tác toán tử có dạng (2.14) và thoả 
mãn phương trình có cùng một dạng như trong biểu diễn 
Heisenberg nhưng với thay đổi H Hạ. Từ (2.12) ta cũng 
có nhận xét là hàm sóng $,„;(t) trong biểu diễn tương tác thỏa 


mãn phương trình Shrodinger với Hamiltonian H;„:(t). 


Nếu ta xác? định sự phụ thuộc vào thời gian của hàm 
sóng $;„(t) từ (2.12) bằng công thức : 


~i [Hi„,(t)dt 
ð;nt()= conste '9 (2.16) 


thì không đúng và không thể làm được vì toán tử 
H,„(t) ở các thời điểm khác nhau không giao hoán với nhau. 
Do vậy ta cần xác định sự phụ thuộc thời gian của hàm sóng 
$;„(t) từ (2.12) bằng cách khác: giả sử ta biết hàm sóng $¡n:(to) 
ở thời điểm tạ nào đó. Khi đó lấy tích phân hai vế (2.12) từ tọ 


đến t, ta có : 
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t 
®¡nt(t) .. ®¡ntÍto)— Ì ƒH¡n:(t}È¡„\(t)dt kÃ 17) 
ta 


Nghiệm của phương trình tích phân (2.17) ta sẽ viết 
dưới dạng dãy số theo H,„(t) dạng : 


ð¡intt) = đỆt? (t)+4ƒÐ (+2) (t)+.. (2.18) 


Với gần đúng : 


MẪU, = Ô¡nt(to) (2.19) 
t 

01avt t)= —i J H¡nt(tị )ð¡nt(to tị (2.20) 
tọ 


ð{n+(t) = CiƑƒ JHụ, (tịxlt JHuuo)ttkr(b) (2.21) 


tọ tọ 


địnt = (- " JHudh)Mu jHu(o)Ma. JRiuta)t,8a.f) 


(2.22) 


Từ (2.18) -> (2.29) ta có thể viết: 
®¡ntÝt) =5(t, tọ )®¡nt(to) (2.23) 


Với ký hiệu S(t,tạ) là dãy sau: 
t _ Ÿ t¡ 
S(t, tọ ) = 1-Ä[HinrhjBh + ) JRinfhiMMh [H¡n:(ts }lt; + 
tọ 


+....+ +Í- )P jHiudhjBh JHimrfsjta. Thuy s. (2.24) 


tọ tọ: tọ 
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Chú ý rằng : Trong dãy (2.24) các toán tử H,,„ (t,) lấy 
với thời gian muộn hơn bao giờ cũng đứng về phía bên trái, 


tức luôn có : 
t^~t,>zty, #Ì/'*E, PP (2.25) 


Ta sẽ viết biểu thức của dãy (2.24) dưới dạng tiện lợi 
hơn. Xét số hạng thứ n của dãy : 


tt tạ- 
F =(- ¡)” ƒ Ì re ƒH¡nt(t)H;nt (ta)... H¡n:(t nNtịdt;.. dt (2.26) 


tọto  tọ 


Nếu trong (2.26) ta đổi biến lấy tích phân từ t,... t„ -> 
— thì giá trị của biểu thức không thay đổi. Thực hiện 
các khả năng giao hoán tị, ...., t„, cộng tất cả các biểu thức thu 
được rồi chia cho số các giao hoán (n!) ; ta đã chuyển được 
vùng lấy tích phân theo mỗi biên từ tạ đến t. Ký hiệu toán tử 
thứ tự thời gian theo chiều giảm dần là T : 


T(AŒ,) B(t;)...C(t,)) = AŒ¡) B(t;)...C(t,) 


Với (tị > tạ >... > tạ).Lúc này ta có thể viết số hạng S“ 


dạng : 
si) - LÚ [- [iu (t)..H¡„(ty)]ttạ..dty — (2.27 
tọ 
Suy ra : SÍt,tạ}= tesp|- ¡ƒH,„@ vi (2.28) 


Từ công thức (2.28) rõ ràng ta có tính chất : 
S(t;, t¡)S(t¡, tọ) = S(t;, tạ) (với tạ > tị > tạ) t1) 


2595 


82. MỐI LIÊN HỆ GIỮA BIỂU DIỄN TƯƠNG TÁC VÀ 


BIỂU DIỄN HEISENBERG 


2.1 Cho hàm sóng 


Giả sử sự biến đổi hàm sóng trong biểu diễn 


Heisenberg sang hàm sóng trong biểu diễn tương tác cho bởi 


hệ thức : 


®¡nt(t) = QÍtÈH (2.30) 


Tác dụng toán tử tiến hoá S(t ,tọ) cho $,„:(to) theo công 


thức (2.23), (2.30) ta được : 
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®¡nt(t) = SÍt, to }ð¡nt(to) = SỨC. tọ (to ðu = Su 


ĐUY Ta : 

Q(t)= S(Œt, tọ)Q(t¿) (2.31) 
Trên cơ sở công thức (2.30), (2.31), ta có thể viết : 
È¡n.(t) = St, tọ) Q(to)§n _ (2.32) 
Mặt khác, từ (2.9) và (2.2), ta có : 

ðint(t) = e P9 ®3(t)= e'fiete 1 otep (2.33) 


Cân bằng (2.32) và (2.33) cho ta thu được : 
S(t, Bi (to) = e'IHote-IHt 
=> elHot =S(tta}q(tok"" (2.34) 


Đối với t=tọ, từ (2.34) ta có : 


elHoto = S(to,tọQ(to}e""9 
elfote ~ Q(tạ}e "to (do S(tạ, tạ) = 1) 
— Q(tg)= e hetee ta (2.35) 


Tiếp theo, ta giả sử ở thời điểm tạ = -œ© chưa có tương 
tác giữa các hạt, sau đó mới xuất hiện tương tác giữa các hạt 


" một cách từ từ " cho tạ ->- ©; khi đó tương ứng ta có : 
S(t,tọ —> SŒ, -œ©) = S(t) 
H ò Hạ, Q(tạ) =>] 
Lúc này : 
Q(Œ) = 5Œ, -œ).1 = 5(1) (2.36) 
Đặt (2.36) vào (2.30) ta thu được mối liên hệ giữa $,„(t) 
và ộn : 
®;„¿(t)= S(tÐu, St) = St) (2.37) 
2.2. Cho toán tử 


Để tìm hệ thức liên hệ giữa F(t) và F(t) ta xuất phát 
từ công thức (2.4),(2.14) : 


Fí(t) = eiHtre!Ht- eiHt,~IHot ñHọtpe-iHoteiHot.-iHt 
=eifte-iHotp(v)ellote-ttt (2.38) 


Mặt khác từ (2.34) khi tọ >> -% ta có : 


¿Hot S(,-~}e”"! ._ s(te!"! _>» eIHote-iHt mạ S(t) (2.39) 
_Ð eiHte-iHut =8 !(t) (2.40) - 


Đặt (2.39),(2.40) vào (2.38) ta có được mối liên hệ giửa 
F(t) và FŒ): 


F(t)= S !(t) F() S() (2.41) 
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Chương III 
GIẢN ĐỒ FEYNMAN 


§1. TOÁN TỬ SINH VÀ HUỶ ĐIỆN TỬ VÀ LÔ 
TRỐNG TRONG BIỀÊU DIỄÊN TƯƠNG TÁC 


1.1 Toán tử sinh và huỷ điện tử trong biểu diễn 
tương tác 

Giả sử (c,) và (c;) là các toán tử sinh và huỷ điện tử 
trong biểu diễn Shrodinger, khi đó trong biểu diễn tương tác 


(c; )và(c;) có dạng : 


cj¡(t)= elHotere-tHol (3.1) 


c;(t) = e'Hotere-fot (3.2) 

(Ở đây H,ạ là phần Hamiltonian không tưởng tác của hệ 
điện tử). 

Theo công thức (3.1) và (3.2) các toán tử (cj) và (c;) 
trong biểu diễn Shrodinger tương ứng bằng (C7 (0)) và (c;(0)). 


Từ (3.1) và (3.2), sau một số phép tính đại số toán tử, ta thu 
được hệ thức : 


cj(t)= c†e'®” (A4) 
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c¡(t) = cjc `5” (3.4) 
(Ở đây e, là năng lượng của điện tử trong trạng thúi )). 


Thật vậy, để chứng minh hệ thức (3.3) ta thực hiện các 


biến đồi sau: 


l Eneieil -[E»eis ] 
?(t)=e | ce kỉ KP 


C¡ = J 

[Esieis:) -|Esieis,] 
e `Ï cje . “ c?(A) (3.5) 
( Với Â c= tứ ) 


Lấy đạo hàm theo 2. của c; () ta có : 


ôc? (A) -  Luh 


-À3 EiCï Gị 
.. Ì 
h | 


| 3›£¡Ci CịCj 
1 


À>;E¡C¡ Cị —ÀX3 §¡ Gị C¡ 
=-e ÏÌ b 8¡Cj Cị C¡ , 
l 


À.ÐE¡Cj C¡ —À®`E¡ Cj C¡ 
=eÌ Ssifc,e† -e†e‡e] e Ì (3.6) 
l 


ZØ ` ^ z ” ° | + ° + ` 
Mặt khác từ hệ thức phan giao hoán của (C; ) và (c;), 
4 +, +„†+ 
ta CỐ: CjC¡Cj —CjCịC¡ = CjC¡Cj +Œị Cj C¡ 
ksl “0 xAai su ướt †Ì.r.. 
—.a C¡ C¡Cj lá» b; ~ C¡Cj )- C¡ ðjj (3.7) 


Thay (3.7) vào (3.6) ta thu được : 
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—- 
— 


- ha ˆ v ° á à X r . ° * 

(C: .) Lấi › Rre, \ 2 Hi Cy 
-- vợ ` Đi) ‹e ° =ri7.) (36) 
1“ sÃ R : ' vế 


Giai phương trình vi phân (3.8) đối với c.(A) ta thu 





được: 
dc?) — 7 
= _ cịJ d2. (3.9) 
0C; (¿..) 0 
E Í.)= c†(0}k°/ hay t (t) = c†e”! 


Tương tự, ta cung chứng mình được hệ thức (3.4). 


Đối với tích bất kì của hai hay nhiều toán tử sinh và 
huỷ điện tử trong biểu diễn Shrodinger khi chuyển tích các 
toán tử đó sang biểu diễn tương tác. ta chỉ cần thực hiện biến 


đổi :c¡ —> c¡(t) và cï — c; (t) trong các tích đó. 


Ví dụ 


tHHọtX+„ --HHọt Hot #3. =iHạt, Hạt, ,= Hạt. „# 
HP Tpipnm””"”'opw”"Ypgipg ” 0p 9p cj (tkj(t) (3.10) 


Tức là ta thay thế: 
TỨI —> cj (t};(t) 


1.2 Hamiltonian tương tác điện tử - điện tử trong 


C 


biểu diễn tương tác 

Hamiltonian tương tác điện tử - điện tử trong biểu 
diễn Shrodinger viết thông qua toán tử sinh hạt và huỷ hạt có 
dạng : 


(3.11) 


Hịm =- > (K(|w|qp)Vk€/€pcu 


k./ 
p‹q 


2| — 
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Trong biểu diễn tương tác (3.11) có dạng 


H¡u\(t) = : > &lwlapki (tÈ?(t, (tk„(t“ (3.12) 


p-‹q 


Thừa số e?! trong (3.19) đưa thêm vào là do để ý đến 
hiệu ứng đoạn nhiệt. Sử dụng hệ thức (3.3)và (3.4), ta có thể 
viết (3.12) thành dạng : 


Hịnt (t) B s >(klwlapk‡e?e,c,eft __. _ (3.13) 
k. 
b‹q 
1.3 Toán tử sinh và huỷ lỗ trống 


Đối với khí điện tử tự do, các trạng thái với giá trị 
xung lượng nhỏ hơn hoặc bằng xung lượng Fermi ( năng lượng 
nhỏ hơn hoặc bằng năng lượng Fermi ) bị điện tử chiếm giữ, 
còn với xung lượng lớn hơn xunglượng Fermi ( năng lượng lớn 
hơn năng lượng Fermi ) thì tự do không bị điện tử chiếm giữ 
nếu điện tử không bị kích thích để có thêm năng - xung lượng 
đủ sức vượt qua khỏi cầu Fermi. Vì vậy, ta có thể gọi các 
trạng thái điện tử bên trong quả cầu Fermi là các trạng thái 
không kích thích, còn bên ngoài quả cầu Fermi là các trạng 
thái kích thích của điện tử. Do một nguyên nhân nào đó, 
trạng thái không kích thích bên trong quả cầu Fermi không bị 
điện tử chiếm giữ, thì các trạng thái không kích thích không 
bị chiếm giữ này gọi là lỗ trống. Từ đó, suy ra huỷ điện tử 
trong trạng thái không kích thích bị chiếm giữ có thể coi là 
sinh lỗ trống ở trong trạng thái đó, còn sinh điện tử trong 
-_ trạng thái không kích thích, không bị chiếm giữ lại có thể coi 
là huỷ lỗ trống trong trạng thái đó. Tóm lại : 
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Vời' ' K, 4 Kỳ (le Š bu); ta cỗ ' : dị =by;: đị =B 


(C, ) v (c;) là toán tư sinh và huy điện tư: (b, ) và (bị) 


là toán tử sinh và huỷ lỗ trống: k; và s, là xung lượng và năng 
lượng của điện tử thứ j: kẹ và er là xung lượng và năng lượng 
Fermi. 


82. GIÁN ĐỒ 
2.1 Những qui tắc cơ bản 


a) Ta vẽ đường chấm ngang gạch gạch là đương tương 


tắc :---- 

b) Ở cuối mỗi đường tương tác gọi là điểm nút. 

e) Điểm nút liên kết hai đường liền với mũi tên chỉ 
hướng và một đường liền đi vào và một đương đi ra. 

d) Các đường liền bên nút trái tương ứng với các toán 
tử €, và cy trong công thức 


2 (0w|krkỉ Cj C¿Ck exphic; +Ej —E/ — BỊ Mì (3.14) 


Và các đường liền bên nút phải tương ứng VỚI các toán 
tử C, và c¡ trong công thức (3.14). 
e) Hướng chung của đường liền (ởi iên hay đi xuống) 


và hướng của từng đường liền (đi cào hơưy đi ra) so với nút chỉ 
toán tử điện tử hay lỗ trống với qui định sau 


+Hướng đi lên của đường liền chỉ điện tử. 


+Hướng ‹* xuống của đường liền chỉ lỗ trống. 
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†+Hướng đi vào nút liên quan đến huỷ điện tử hay sinh 
lỗ tróng. 


+Hướng đi ra nút liên quan đến sinh điện tư hav huy 
lỗ trống . 

f) Để viết yếu tố ma trận tương ứng-kí hiệu bên trái (¡ 
J là các đường đi ra nút (u¿ frí thứ nhất ứng uới bí hiệu nút 
phía trái, uị trí thứ hai ứng uới bí hiệu nút phía phởi), bên 
phải (Kl) là các đường đi vào nút (V1 - nút trái, VT2 - nút 
phơi). Ngoài ra bao giờ cũng có thêm thừa số 1⁄2e”“ và 
exp(i(...)tƑ suy ra từ dạng tích các toán tử. 


Trên cơ sở qui tắc trên giản đô bậc nhất của biểu thức 
(3.114) sẽ là: 


2.2 Viết giản đồ bậc nhất cho một số biểu thức 


toán tử thường gặp 


a. Biểu thức toán tử : 


mm... 


` b' ⁄ 


° vá cenN “bi 
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b. Biểu thức toán tử : 


TÀ B/ỂNG, 
c. Biểu thức toán tử : 


2 (0w|kr}eicjb/cue" expliÍ: +Ej —E —®[ kị 


NỊ SN 
£ 


d. Biểu thức toán tư : 


2 (0fw|k}« b,b;c,e” eXp|i(:, hiến Su kị 


e. Biểu thức toán tử : 


2 (0fwli:)bic;e,bie" expl:, + ø, ~e, — ¿| 





f. Biểu thức toán tử : 


súi | w | Ki)b¡c; bịcye“" expliÍ:; ti Bị — cụ R] 


cụ# Xb, 
TÊN 
b, F1 NNEG. Tu J 


2.3 Giản đồ bậc hai cho một số biểu thức toán tử 
thường gặp 
a. Biểu thức toán tử : 


h (j|w|k: Jkt|w|ij)b; bịc,cục{c!b†b‡e* 


, expliÍ; +6j¡ —Ej —Êy, + +8y =RB) ~¡}\ 





b. Biểu thức toán tử : 

(0lw|kt)(kr|wli)bb,c,cục?e[bƒ be" ¿ 

x expliÍc; + BỊ —m§p —= lEu +; tiểu — ĐI ~ By kị 
.ỨNu ai› 
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Chương IV 
PHƯƠNG TRÌNH ĐỘNG LƯỢNG TỬ 


§1. PHƯƠNG TRÌNH ĐỘNG LƯỢNG TỬ CHO 
PHONON TRONG BÁN DÂN 
Hamiltonian của hệ điện tử - phonon trong bán dân khi 
có mặt trường sóng điện từ có thể viết dưới dạng : 


ˆ) 


HÍt }= TL ˆ ,At 9| Cing + 3®4833a + 
q 


2m - 


+ C¡C;.„Cp(A4 +a" -g) (4.1) 
p-q 


Trong công thức (4.1): Cụ và Cụ (an và a¿) - tuơng ứng là 


toán tư sinh và huy điện tử (phonon) : m và e tương ứng là 
khối lượng và điện tích của điện tử : oạ là năng lượng của 
phonon (ta sử dụng hệ đơn vị trong đó =1) :C¿- là hằng số 
tương tác điện tử-phonon: A(t)là thế véctơ và trong mối liên 


hệ với trường sóng điện từ cho bởi công thức: 
= Eo sin ©t (c - vận tốc ánh sáng) 


Để xây dựng phương trình động lượng tử cho phonon, ta 
sẽ xây dựng từ (1.1) phương trình độnŠ lượng từ cho (a,) 
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+ >9¡ Ía,.a;a, |) SC/Ủhuc, ,e/l, + ^,Ì 
P, 
Ỏ đây (.--) là ký hiệu trung bình thống kê. 


Sau một số phép biến đổi đại số toán tử ta được : 


„5Š `"... : Pu 
¡— la ) = (@Đg laa ) + Ca (Sẽ a5) (4.3) 
Tiếp đó ta thiết lập phương trình cho Ác? a6) TỎI giải 


phương trình đó và đặt nghiệm vào (4.3) ta được : 


| | 
—@ä), +i9q(Aj), = >CíC( J ¬. án lÌ l 


vV ) ` - Bú~Êh = ... 


è . , _ ` \ 
Trong gân đúng bậc lCạ¡j ‹- bọ lau) ta thu được : 
'Ị 


¬ { 
C : X. 
(Aụ ), + 1Ó lau ) = lCa| >Ín Em "n pằd | dt C bụ x 
ụ ~z. 


lễ 


lì 


t)}- k3 lãäw,i;) (4.5) 


x XD lÍ; ~ #~q (t - men 
{ 


z 


Trong công thức (1.5). n,là hàm phân bố cân bằng của 


œ 


điện tử. Sử dụng khai triển exp(+izsinp)= Ju(z}e°'"® với 
h=—x 
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J„(z) là hàm Bessel đối số thực, ta thu được phương trình 
động lượng tử cho phonon. 


t _ ¬ 
x04), tỉng g), =|Ca[ Efh; =ng-a) Í đua), 3 SE) 


tị f,s=—œ m@? 





-| Si Jamif 5 "Ê ÿ-ä (t; — t))- @tn +isOt} (4.6) 
m 


§2. HỆ SỐ HẤP THỤ SÓNG ÂM (PHONON ÂM) 


Giả sử cơ chế tán xạ là điện tử - phonon âm và hấp thụ 
sóng âm được đông nghĩa với hấp thụ phonon âm. Từ phương 
trình động lượng tử cho phonon (4.6) ta sẽ tính hệ số hấp thụ 
sóng âm trong bán dẫn không suy biến. 


Dùng công thức chuyển phổ Fourier : 











x = 280/0 xa (4.7): 


£,s=~œ 
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Ta thu được từ (4.7): 


cakio-ký „38 434) 
(,s=—% mA O 
x Ho + /O}a(o - /Q + sQ) (4.8) 
Trong (4.8), khi /zs sẽ có đóng góp bậc lớn hơn 9 của Ca: 
tức là tó,0ễ... 
Vậy có thể đặt £= s trong gần đúng bậc hai theo Cạ và 
thu được: 





© —øạ —|Cạ|” 3 : 1i| hs +o)=t (4.9) 


Từ (4.9) ta thu được biểu thức của hệ số hấp thụ sóng âm 
(phonon âm): 
œ() =—Ïmø = 


Ín; ~B~a BE, „ ~ Ep — 0a — co) (4.10) 


(=—œ 
Hấp thụ một photon: 
Xét (4.10) trong trường hợp hấp thụ một photon. 
eFa8 2 
Col — =— <<] 
moỶ © 


và đặt: nụ -k1: bx"!2)/(mxr)'/2} s90 (no là mật độ điện 
tử) vào (4.10) ta sẽ được : 


“. Xã 
¬ nọ(2zm/kT}°” _Ị2 [ À 251040 nh @g — @ 
=ÑÌ- q Ga| smJ|° `” °\T2m)* 
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“ng (0Ễ +O”+- - 
L3 1mZ 
e (4.11) 





Với S¿ = - Từ (4.11) ta thấy : 


“KT 


" 


@) 
+Khi rì >l có œ(q) > 0 Hấp thụ sóng âm. 


+Khi <1 có ơ(ä) <0-»Gia tăng sóng âm và œ(4) 





bằng : 
-›  ng(9mm/KT),. s 
sq)~-uÉrm 2 —LQị X 
Ƒ 2 -EN gỗ HH. q° ị 
l lê) sh| sp kh@Sạoao} `. (4.12) 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐỘNG LƯỢNG TỬ CHO ĐIỆN 
TỬ TRONG BÁN DẪN 
Ta sẽ xây dựng phương trình động lượng tử cho 
điện tử trong bán dân khi có mặt trường sóng điện từ. xuất 
phát từ Hamiltonian (1.1) và theo phương pháp tương tự như 
đã trình bày trong §1. Phương trình động lượng tử cho 
n;(t) = cặc), có dạng : 


ch =1 (se) = go, Ho, 
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- lệ Fg.pu 00+ c.g 200g (Đ~FỆ ¿s _c0) (4.13) 


P.Đ- k. 
Ỏ đây ta ký hiệu: 
ä ;ä(Ù) = Ác, C; .8q) (4.14) 


Tiếp theo, ta thiết lập phương trình cho Fp.p,a() rồi 


giải phương trình đó ta thu được : 


t 
s. dễ = + C N + z “= 
F5..ø;.4(Ð) 8 12.Ca, ị (set T }Ba L. 
qì —~œ 


s 
Ác, C5;~4¡2q(3q, +4-a, ), | : 


tạ 


e t Š 
` —EB, — 0q Xt~ty)~= ƒ(Pì -BOÄ(INH la (4.15) 


Đặt (4.15) vào (4.13), sử dụng phép khai triển : 


eXp(+1zsin 9) = 3š j n(Z)exp(+ino) 


~œ 


và trong gần đúng bậc hai theo hằng số tương tác điện tứ - 
phonon, ta thu được phương trình động lượng tử cho điện tử 
trong bán dẫn khi có mặt trường sóng điện từ dạng : 


ông(t) 
n - 9m >Ic:Ï + hỆ = (ĐẲN; +I]- P;ÉN, I. 





x Ồ(E„r —£p — 0 — (@) th; g0NG - ng(t(Nr +ÐD)Ì- 
xỔ(E;_£ —£pg + @Ƒ ~ (@) (4.16) 
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Trong công thức (4.16), ng(t) và Nụ tương ứng là hàm 


phân bố của điện tử và phonon. Giải phương trình động lượng 
tử (4.16) ta thu được biểu thức giải tích của hàm phân bố 
không cân bằng của điện tử n;(t), rồi từ biểu thức của 
ng () ta lại có thể tính được các đại lượng vật lý đặc trưng cho 


các quá trình không cân bằng, nghĩa là ta có được lý thuyết 
lượng tử các quá trình không cân bằng. Tuy nhiên cần nhấn 
mạnh rằng, việc giải phương trình (4.16) là hết sức khó khăn 
và có thể nói trong trường hợp tổng quát không thể làm được. 
- Nghiệm của phương trình (4.16) chỉ có thể tìm được dưới dạng 
giải tích ở một số trường hợp riêng, gần đúng nhất định, ví 
dụ: trường sóng điện từ không quá mạnh để có thể khai triển 
hàm Bessel theo chuỗi của đối số và chỉ giữ lại các số hạng tỷ 
lệ với bậc hai của cường độ trường sóng điện từ,..v.v. 
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Chương V 
PHƯƠNG PHÁP HAÀM GREEN 


§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA CƠ BẢN 


w*(r): Toán tử sinh, khi tác dụng vào bên phai trạng thái 
của hệ, cộng thêm một hạt vào trạng thái tại điểm không - 
thơi gian r-t. 


w(r): Toán tử huý, liên hợp của toán tử sinh, khi tác 
dụng vào bên phải lấy đi một hạt từ trạng thái tại điểm r, t. 


Mật độ các hạt tại điểm r, t là: 


n(r, t) = VW'Œr, t) VW(Œ, t) 
Tổng số hạt trong hệ được cho bởi : 
NÍt) = ƒ drự” Ír, tr. t) 


Tổng năng lượng của hệ hạt khối lượng m tương tác 
thông qua một thế hai hạt tức thời V(r) được cho bởi : 


HÍt) = Í dr Vụ" ứ, t)Vụg, t) + h [ drdr'ự* Ít, t)x 


2m 
+ ! f ' 
xw"Ír ,t)VÍÌr —T lwứ ,t)Vfr, t} (5.1) 
[ha1] 
Phương trình chuyển động (biểu diễn Heisenberg): 
¡ ẨÚ) _ Ix(t) H(t)|—» Xí) = e'"'x(ok-i"! (5.2) 
Êt 
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[H() H(t)| = 0, [N(t) H(t)]= 0 

Các hệ thức giao hoán : 

Ví, t)wÍr, t)# vír” tr, t)= 0 

ví, ty” (r, t)#w†(r, t)wÉ, t)= 0 (5.3) 
ví,tw"(,t)# ự*ƒr' tứ. t)= ðẲr - r) 

Dấu +: Hệ Fermi-Dirac. Dấu -: hệ Bose - Einstein 


Trung bình của một toán tử trên một tập hợp chính tắc 


tr eð(H-N)x =+uNB</:Ixl:\ --BE;(N) 
X) = nh E= về >Ñ[RH),,e (5.4) 


Các hàm Green 


lớn. 


*Hàm Green một hạt được định nghĩa bởi : 

GẮ.1) = -i(Tw(w*(r)) (5.5) 
*Hàm Green hai hạt 

G;(12,12') = v()»@w*@w*() (5.6) 


Trong đó: w(1) = w(r¿, t;, w (1) = w'(đr', t¿) và T biểu 
diễn toán tử thứ tự thời gian. Khi T được áp dụng cho tích các 
toán tử, nó sắp xếp chúng theo thứ tự logic với thời gian xuất 
hiện sớm hơn ở bên phải và muộn hơn ở bên trái. Đối với cáẻ 
hạt boson, điều đó là đủ với T. Đối với các hạt fermion, tuy 
nhiên, nó đòi hỏi đưa vào định nghĩa T bao hàm một thừa số 
+1 phụ thuộc vào kết quả thứ tự thời gian có số lần hoán vị 
chăn lẻ từ thứ tự ban đầu. 


Ví dụ: 
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1(v0)y*(r)= | VM?}>h >t 


+ự*('MÍ) > tị < tị 


Hàm Green một hạt có ý nghĩa vật lý trực tiếp. Nó mô tả 
sự truyền dẫn nhiễu loạn trong đó một hạt được thêm vào 
hoặc lấy đi từ hệ cân bằng nhiều hạt. Ví dụ, khi t; > t'; toán 
tử sinh tác dụng đầu tiên, gây ra nhiễu loạn bằng cách thêm 
vào một hạt tại điểm không - thời gian r', t'. Sự nhiễu loạn 
này sau đó được lan truyền tới thời điểm sau t;, khi đó một 
hạt được lấy đi tại r¡ kết thúc sự nhiễu loạn và trở về hệ với 


trạng thái cân bằng của nó. 
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Chứng rnrrnth: 
Tự()w*(') = 6(t - t¡)wÑ)wˆ(}*0( -tị)w* MÐ) 
lạc [at ( 5| lạc 8m =0 Jwet a94i| TT l4 = )w T(I')(1) 


+0(t\ _u) 200 + tí )+ 0(tị —£ ''ú) 9) (5. 7) 


la) - i8(t¡ ~ t¡)k0w*(1)*v*0w0)Ì- 


-H"0}b(t -t¡)w0w*(0)+É; - )w*0v0) 
(trong đó HỶ(1)w§)= HẦ)wÑ)- y()H() = [H“) w(1)|) 
= ið(t¡ - tịBÍn - r)- H TwAw*(1) 

Nhân với -I và <> 


lạc +HẺ0)|Bn 1)=ð(t¡ - tin —) (5.8) 


(điều phải chứng minh) 


Một cách tương tự, ta chứng minh được cho hàm Green 
hai hạt. Thêm vào hàm Green một hạt, ta định nghĩa các hàm 
tương quan. 


G°(L1)= -i(w)w*(1)) G(L1) = G*(LL) với †, >t 
G*(LU)= + RU *(U)v( ) G(,1)=G“(U) với t,<t, (5.9) 


§2. CÁC ĐIỀU KIỆN BIÊN 


+ B(H-uN) 
A_ trlw( 
G” (L1) = lành —nN 


tư e-BÍH-uNjeIHt ví 0k lít Hv*(y 0)e-11H 





(5.10) 
G ”(1,L') là một hàm giải tích đối với các giá trị phức của 
đối số thời gian trong vùng 0 > Im(t; - t';) > -§. 
Chứng minh: 
eñ(H-uN)„ i(tị—t/ ÙH wín,0}—Ì I{tị—tl UHV/#+(rý 0) rụ 


¬" eBuN „~H(B-i(t¡ ti ) \y(r,,0}e"h~ủ Hư*(y; 0) 


E,(N) ->> không có giơí hạn trên. 
Re(ð- I{[t; - t';]) > 0, ->B+ Im(t; - t';) >0 
Reli(t; - t)Ì> 0 =cImí(t; - t') < ÖÔ 
—=-j<Im(t; - t';) <0 (đpcm) 


Mối liên hệ giữa G” và G“. 
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= + 1 (2B-xÌu(p o)e BU=9ề y*g 
1 


Bây giơ có: 

w(r.0)N = w(n,0)Í drụ” (r,0)w{r,0) 

= ƒ dru(,0M” (r,0)w(r,0)= [drk- * (r,0})y(r¡,0) + Ẳr - rị )Ìu.o) 
= [drlw*(.0)w(r0) + ðÍr — Tị lí 0)= (NÑ + Dưn,0) 

(ty, 0)f(N) = f(N+1) w(r¡, 0) 

yÍn 0k0 CN) _ 2HÍN+I lu(n 0k?! 

G*(1J, _„= +¡(eP*e"yin,0Ƒ Phụ *(,g)) 


(Với eBH ~ ¿ÍiB)H) 
1 L . FL „ử 
=# ï (eP w(n,-1ð)w (n, tì ) 


G*(1) = +e?"G” (L1) (5.11) 


Bây giờ có thể định nghĩa hàm Green trong một vùng 
thời gian phức, nếu chúng ta mở rộng định nghĩa của ký hiệu 
thứ tự thời gian T thành ý nghĩa thứ tự " ¿x£ " khi thời gian là 
ảo. Kéo đài trục ảo xuống xa hơn nữa, thời gian là "z;„ô„ 
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hơn". Khi đó hàm Green đã được định nghĩa trong khoảng 
0<ït <B. 


| %5 sử - đối đi it. >ịt 
G(11) = (TựÁn,,it)w* (rí,it¡))= G01): KHUNG 1 NT) 
GÝ((1) - đối với it, <it) 
Đối với 0 < it'; < B, ta có : 
G(11,, _g = G1), „ (vì 0 = it, < it, đối với Vt) 
và: G1} 


So > ! ` ~. 8 sa xi: s . 
tị=-iP - G (L1 Ì-¿ (vì B= 1t¡ > 1t; đối với Vt';) 


Hơn nữa các kết quả trên có thể phát biểu như là mối 
quan hệ giữa các giá trị của G(1, 1') tại các biên của vùng thời 
gian ảo. 


G(L1], „o = +e'"G(11) _. (5.13) 
Tương tự : 

G;(1212}, _ = te”"G;(1212}, „p 

G2(121/2)|, .ạ = +e""“Ga(12/12),, 


Do tính bất biến đối với phép quay và phép tịnh tiến của 
Hamiltonian trong không gian và tính bất biến của 
Hamiltonian đối với phép tịnh tiến trong thơi gian,G” và G° 


chỉ phụ thuộc vào lr = rị và tị- tì. 
G(L1) = GẮn — T1 |.tị = gịÌ 


Trong các số hạng có biến khác nhau, điều kiện biên có 
thể được viết như là: 


GÝ(r,t)= +ef'G”(r,t - 1ƒ) (5.14) 


X/- 


Bây giờ chúng ta đưa vào phép biến đổi Fourier của G”° 
và G“ được định nghĩa bởi (chú ý việc đưa vào thừa số l trong 
phép biến đổi Fourier). 


G”{p,) = i[ dr J4 trông? (r. t) (5.15) 
G“(p,o) = +iƒ dr {dte'Pr*!®tG*(r, t) (1.16) 


Thay (5.14) vào (5.16): 


G“(p,ø) = ie"' ƒ dr ƒ dt.e~'Pr*!®tG>(r,t - i8) (với t-1B= t') 


=e f\®~*ÌG>(p,o) (5.17) 

Thường đưa vào " hàm phổ " A(p, ©) được định nghĩa 
bởi: 

AÍp, 6) = G”(p, o)# GÝ(p, o) (5.18) 

=G' p. o)hụ + e"flo~w)Ì— G“(p,o |eP(©-) + 1 

GÝ{p. ) = f(o)A(p, ©) (5.19) 

Trong đó: fí°)=-EGJ=¬ | (5.20) 


_ eB(œ@- 

Gˆ(p,o)= an, œ) = eP(®~Ìf(o)A(p, o) 

= [L# f(e)|A(p.s) (5.31) 
Từ (5.18), (5.19) và (5.20): 


A(p.)= ¡ƒdr [dte"'Pr*i®t'ÌS{(r,t)~ G*(œ t)| 


- [dr [dte-iPrtiel (uí: tụ (0.0) + \/* (0,0)N(t, t)) 


="= 


8(t) = Tin: 


Ap, -IpF Ty, 
ƒ APslao = [dre L (b(0)wˆ (00) (oob(xo)Ì 
= Í drồ(r) = 1 (qưi tắc tổng) (5.22) 
Ví du: 


Khí lý tưởng : 


nhờ [dpb2— —v TÍp, tp, t) (5.23) 


2m 
G“(p.so)= (sz} [at— ¬ (p.0)\/Íp, t t) (5.24) 
\U(p, t) k e'fty(p,0k"""! “ ¬. / 2m} v(p,0) (5.95) 
G“í(p ,®9} = bxIoj o - HN. 0)NÍp, 0)) (5.26) 
Từ (5.19): 

2 9 
Afp, ø) “ G“(p, (0}~ Áo — mỊ" kÁn -Ă 
Khi đó từ (1.23) : 
Afp, (}= 2nn - mm (5.27) 
2m 


Từ (5.15) và (5.16) : 
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G”(r.t)== —r [dp[ do G”(p.o)e'Prrie 

: | (2n) ' 
Áp dụng (5.21),(5.97) : 

` Lư. .šu Í„ p 

G“(p.s}= ————[ dp[ de!PF~!9!Í1 + f(s)|2x) | s - 

B°Ìh TRO TAdee si | _ 
= 1 [ qpeipr~i|p? /2mÈ T + fÍp> /2m]) (5.28) 

| 
Từ (5.14) : 


G“{r,t) = +e##G”(r,t — ¡§) 


z +1 [apeitr-ilp” /2m} „BÌu~p” /zmlÌ\ + tp” /zmÌ 
1 


=+ [dpe'tr-p”/ >mk( L2 /2mÌ (5.29) 
Từ (5.19), (5.26) và (5.27): 


(n(p)) = i60) = tÍp? /2m] 


4©) 


=————— (5.30) 


Tìm lại (5.238)... (5.26) : 


Các hệ thức giao hoán : 


vp.t)= —syg [đre 'P"u(r,t) 


(2x) 


”Íp,t)= anh z [ dre P"” r, t) 
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1 [drƒ dreÌP'*!Pr (r, ty? tr 


(2n} 


: AC [dr[dre"'t*'Pr |: w*(t',t)uẮc,t)+ (y - r) 


(2m 
= +” (p, t)y(p, t)+ (2n) ð(p — p') 
víp, ty" (p, t)* w” Íp, t)wÍp. t) = ð(p - p) 
Tương tự: 
wŸÍp. tp, t)*w” Íp, t\w” Íp, t) = 0 
víp, t)vÍp, t)* w(p, tÍp, t) = 0 


Họ - [àr Yv V0.) 
2m 


say [Ít BE) [cf-Ì'y*(p,c)v(p, th 


\/(p, t\⁄” (p', t) = 





— (Bm 
=Í dpP— w{p, tiÍp. t) 


Từ (5.30) : 
G“(p,o)= +iƒ drƒ dte—'trte! G“(r,t) 


= | drÍ đc Tprriet hụt (o.ow(09)) 
= —Í[d [dr [dte- IPÚn-r¿hriel (w*(r› 0)MÍr t)Ì 
— EU "- 


= e3) Í dt eiot ụụt (p,0)v(p. t ) 
v/(p, t) - eltu/(po)t 





À t) 
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\/(p,0)H = w(p,0)ƒ dp sL w*(p, 0)(p, 9) 
=[dbh Bỉ Tự" (b, 9)y(p, 9)+ ð(P -p)bu(p,.9 (bị. 9 


=[đm, ĐỀ |v"(p,9)vfm,6)+ðÍp, bi, nh - leo 


2 


mm h0) ( g(p0}e"”" = 1 





w(p,0(H) = f| H+ 








G“(p,o) = 03 dt.e 3 3 (w*po)v 0)) 
= =2) k ~ đ Íw 6s0his0) 


§3. CÁC THÔNG TIN CƠ HỌC THỐNG KÊ 
CHỨA TRONG HÀM GREEN 


Phương trình chuyển động cho Ít, t) là : 
= w(r, t) = [uứ, t) H(C)| 
Trong đó : 

H(t) = [dr rYv É TVNUU +s [Jdndr,VẦn - ra (n, t)w* (ra, t) x 
x (ra, tM(n, t) 
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lw(, t), H(t)] = 


| F ĐV2U(E t)—w*(Œ tĐW2wŒ 
at 2m luơ. t) (Œ, t)V”Œ, t) - w” Œ, t)V“Œ, t)Œ, ĐÌ 


+ : Jƒdridr; kứ. t)ự(h, t)” (ra, tÌM(ra. t)/(m, t)- 
-w*ím.©w*(»,©)\Án,twÉ,t)ÌYín — m›) 

vít,t*É tw*Ío, t)wÉ», t)VÍn, t) = 

= Ew*ntfr)+8ír~n,)|#* És9vfetfnt) 


= ðí n)\*(wtv(utwfr)+w*(n9[Ev*fst)vfrt)+ä( — |: 


x w(›tw(nt) 

= ðlr=n.\' tatut¿trt)+ð(r - r¿wˆ [nwrtMnt)+ 
+ự°{ntw*fstwttwfrstw(nt) 

ð(r~ nw”(st)wst)frt) + ð(r — r;}wˆ (ntw(ntMfrt) + 
+w*Ínt"r,twf›tw(ntwfrt) 


lụ(rt). HÍt)| = - = w(rt) + Í dtụ” (rt)Vír - r)y(rt)w(rt) 


R È Ho = [dFụ” (rt)V{ - r)wt)w(rt) (5.31) 


_ 


Tương tự : 


+ s [drdRy' (,Đw° Œ,t)Vứ - FWŒ,ĐwŒ,t) (5.33) 


Vế phải (5.33) là một nửa động năng cộng với toàn bộ thế 
năng: 


SỂ 1l : ö ° ề VV hư «. Ađ 
< H >= tiêi LỄ 1+ | < WJ (r về )W(r, t) > ly tr = { 


C 


mm" .ẽ ,Ññ .,VV « " 
Nhu 07 <G 06rĐ|y= rt=t 
Từ (5-16) : 


œ ề Š 
Gế(p,o = +i[dr {dte” !PF *®19tG(,t)+jGẾ(rt,r't') = 





— œ 
& ] [[dpdoelPŒể “! = 1£ - t)G^(p,œ) 
6n) 
(š-ÿ©)mecn-meo]— -[msB] 
ĐH rY=rnt=t _ 
p? 
E ]LỌ | ... 
Z¬———Í lui —< 
<ằH> tầ# D - (o), A(p, ø) (5.34) 


Kết quả này thường được dùng để đánh giá năng lượng 
trang thái cơ bản, nhiệt dung riêng... 


Mối quan hệ giữa hàm phân bố lớn và hàm phổ : 
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Zg = tre P{H~ "É)Ì=e cBPO (5.35) 


Đối với nhiệt độ (ð) và thể tích (O) cố định, ta lấy đạo 


hàm Z, theo ụ: 


NET + VẰ ễ -B(H- 0| 
ho^ u IBO ng “Am —Ìn tre 


tre: p(H - hoảng 


Mật độ hạt được cho bởi: 
@ẶN»x 6F | 
N=“= N (5.36) 





u->-œ: n->0 ; P->0 (giới hợạn một độ thấp). 


P(,w)= ƒ dựn(,w') (5.37) 


—Ẳ©®œ 


n(B,H) =< †(r,t)w(r,t) >= +iG (rt,rÈ) = 





_ do — g GẾ%p, @) = _ dp 3 1@)AGœ,0) 
2T (2n) T (2n) 


Nếu chúng ta biết hàm Green như là một hàm của h9, 
chúng ta có thể tính được P, và từ đó tính được hàm phân bố. 
Đối với khí tự đo: 


p2 
Ä = n0 3 (5.38) 


Từ đó:- 
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2 
P,H) = NƯ- Úp Tớ: — B(T—) + Ì (5.39) 
P ( 2m 
... mm dp p | 
trong giới hạn cô điển Bù->-%, n = | - £XP| ~ B(—- 
(2n)' 2m ¡ 
_BÉP— —u) 
E—N MS v 2m Ẩn_NRT (khí lý tưởng) 


(2x)° B @ 


Phương pháp hằng số liên kết : 
H=EHW+*Y : (là hằng số liên kết 


'= ; [drdiy` Œw"@v(lr=FIDWŒ)Œ) 


—mZ, = z-tÍm eXpÍ- B(Hạ +7.v- „N) — -BÁV), (5.40) 


Lấy tích phân cả 2 vẽ theo 7. từ ?.=0 đến 2=1, ta tìm 
được. 


1 sự 
[In Z], -¡ — [In Z]: -o =- BÍ < ÀV >; (5.41) 
0? 


Từ (5.33). Bằng cách trừ đi một nửa động năng. 





ˆ~ 
- dp dœ ® W 
< Àv >;=Q ƒ——=————“a›:0,0)f(0) (5.42) 
(2x) 2mm 
Vì vậy: 
of đ* ¬ ¬ 
BPO = [InZ„ | _; xhh k„ -g F y 
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2 
p 


— =———+~ 


' ¬M A¿ (p,ø}f(). (5.48) 





§4. PHƯƠNG TRÌNH CHUYỂN ĐỘNG 
Từ (5.1) ta có: 


lê tài Mếo =Í draw” (r›, t) )VÍt› - n|ứ, tÌÍr, tj (5.44) 
và từ (5.7), ta có : 
ô h v Ì- 
" w(1w*(1)|= iŠ(¡ - tị)ồÚn - rị) + 6( - tị)x 
+/4n: tà ồ +íậ! 
x W ai) , sự, - tị) vÑ) v (L) 
1 








(5.4ð) 
Thay (5.44) vào (5.45) : 


= + mu [P0 0)- iô(1 - 1') (5.46) 
+4 = t;)ƒdzv*()v*É*)VÍ» -x|v6w)2 








= ið(I : 1) + dr› V{r; „ „,ÌIv(1)w8)v ' œw*t}L =t 


L #8 w#ư 


—————————— 


tị >t2 >tạ >t¡ hai phép chuyển (+)? 
"Sở —~ 





tị >tị >tệ >ts tựcts 
» >to>t{ >t t=t 


tỷ > tạ >tị >t¡ một phép chuyển (+) 
— 
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tị >t2 >tạ >tỊ 


¬——— 
tạ >t2 >ta >Ê| 


-(T0wŒ)) = G41) 


-m()w@w*(9)w*(I) = G;(12:12*] 

(5.47) 

Phương trình (5.47) xác định G theo các số hạng của G;. 
Nói chung ta không thể biết G; một cách chính xác. Ta sẽ tìm 
G bằng cách tính gần đúng theo G; trong phương trình 
chuyển động. 

Hơn nữa, thậm chí nếu như G; đã biết trước, (5.47) 
không thể đủ để xác định G một cách rõ ràng. Phương trình 
này là phương trình vi phân bậc nhất theo thơi gian, và vì vậy 
có một điều kiện biên bổ sung được đòi hỏi để xác định 
nghiệm chính xác. Di nhiên,điều kiện biên cần thiết là điều 
kiện (5.13). 

G(.1|L,~o = +eP"G(,!Ì:,~_¡p (5.48) 

- - Một cách rất tự nhiên,có thể nói điều kiện biên gần như 
tuần hoàn này đưa vào tính toán để biểu diễn G như là một 
chuỗi Fourier, nó được viết trong không gian xung lượng: 


: 1 -iZ,(t—t) : 0<it<ÿ 
GÍp,t-t}=——- " GÍp,zv), ch 5.49 
btct)=cT Xe Z Gpz/), cho | Sổ (a0 


1 — +ePhTP*y 


vì 7LV 
b — 1 


Bi —Zu = ‡##V1 Zy =k† 
Chăn đối với BE 
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vị Lê đối với F~D 
Để liên hệ giữa G và A, ta lấy nghịch đảo chuỗi Fourier 
(5.49). 


GÍp,z,) = falh l "tên t—v) 


Tích phân này phải phụ thuộc vào t' và được đánh øsiá 
đơn giản nhất bằng cách đặt t'=0. Khi đó: 





r do -_¡ A r do Alp, so 
Gip+)~Gffm)= ƒ tem An = j P5! (sp 





= TLV 
VỚI Zy =——+ụ 
"5 Iồ 
Như vậy các hệ số Fourier chính là hàm giải tích : 
| do AÍp, œ w 
GÍp, z) = ¡ia A9) (5.51) 
27 Z_—( 


Phép biến đổi Hilbert (5.51) được đánh giá bởi : 


TrV 
*“S=Nˆ—.. Tự 


—iÿ 
G(p,t) được xác định bởi tính liên tuc giải tích của hàm 
(5.50) tại điểm: 


TLU 
————s* 
Z P HS 


A(p,o) được cho bởi tính gián đoạn của G(p,z) dọc theo 
trục thực, tức là : 


A(p,ø)=i[G(p,o +lc)-G(p,ø-1£) ] c—>0 (5.52) 
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Vì: mac _ GIÁ ` - miồ(o —@')(Nghịch đảo của phép 
(0 — @ +]€ (b — @' 





biến đôi Fourlier). 


J2 


¬ 
M0 
-œ +œ 
-œO +œ 


olbr)= ai Pa, Abz') 
or): ca lạ điện 


5` E Oạ + Ïẽ; # # Øạ =Ì€ 


1A{(p,@o) = lim|Gfp, @o — Ìe)— GÍp, eo + ¡e)| 


Afp, oj= = lim ¡|G{ p,o + ie)— GÍp,@o — ¡e)| 
*c— 


85. CÁC HẠT TỰ DO 





Nhân phương trình này với : 


: sÃ ... P TLV 
exp|- ip(n _ Tị) + 1Zv(ti - tị)| 2y = -ÌP + 
và lấy tích phân trên cả r; và t; trong khoảng [0, -iB]. Sau khi 
lấy tích phân riêng phần (5.53) trở thành : 





(5.54) 


Tính liên tục giải tích của công thức này là: 





GÍ,z]=———— 
“Hà, 


2m 


A(p,®) = ]imiG(p,ø + ie) - G(p, ~ ie)] = 
c—>›0 


La. 7 1 : 
= lim! 2 ¬ 2 se 
c->0 " Ð : 

@— —+l£ (@— ——-—IE 
m 2m 


M/ 
— s4 = mi 
2m 
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§6. PHÉP GẦN ĐÚNG HARTREE 


Hàm Green một hạt G(1, 1) biểu diễn hàm truyền của 
một hạt được thêm vào chất (môi trường) tại l' và lấy đi tại 1. 
Ta có thể biểu diễn bằng hình ảnh một đường đi từ 1' đến 1 : 
me. 
G(1,1) = Ì l 


Chú ý rằng đường cong này biểu diễn hàm truyền 
qua -môi trường, chứ không phải hàm truyền hạt tự do. Tương 


tự: 
Ga(12:12)= 
27 2 
Một cách gần đúng: 
SP LOẠN TƯ ợGgỤD.Ụ. 
=1, 1 HH. 2 ) (5.99) 


li 


——>—_ 
rà 2 
Nếu thay (5.55) vào phương trình chuyển động (5.53), ta 
Có: 
ma v¿ 
—a¿ mạ G07) =ä(L - 1') + ¡ƒ dr;VÍr› - n|ÌGs(12:12) 
c(c 2m 





áp dụng G;(12:12')z G{L1)G(.2)): 


2 
Ỉ L. + —À. + lÍ dr› V{r› _% )G„Íb:2*} G{1) 
et 2m 
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Ÿ=liŠ + kệ - |dr;Vín - r¡)(nÍr; )je6» =ð(-1) (5.56) 


Gl>2*}= _(Tu(3,** ) = túy'* l2) = +Ý nắp ) 
Vín ) = ƒdr;VÍn — Fọ XnẮ› ) (8. 97) 
Trường tự hợp (self - cons1stent) Hartree. 
Đối với hệ bất biến tịnh tiến, <n(r;)> độc lập với vị trí rạ. 
V= [drVƒt) , — VÍT)= IV 


Khi đó bằng cách giống như đã làm đối với trường hợp 
hạt tự do, từ (5.54) ta tìm được đối với các hệ số Fourier : 


Tính liên tục giải tích cho : 


G{ ðÌ=———— (5.58) 


Vì vậy trong phép gần đúng Hartree : 








A(p,ø)= Đo -__-—W# (5.59) 
2m 
Mật độ của các hạt : 
n = +iG“ Írt, rt) = _— (p,o)f(o) (5.60) 





(zn} 27t 
Đố với phép gần đúng Hartree, nó trở thành: 
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dp da ⁄ _ 
=Ì on" In" Pr +wyY-= | + | (5.61) 


Năng lưng trên một đơn vị thể tích : 


H d “nv ă “—nlÌ% 
toual-El4 bếns-]n 


_1,2 rấp P | vị [PS -u|lz1ll (6.62) 
XS vn min Cu |: 


Phương trình trạng thái : 
dp = ndụ 


Trong giới hạn mật độ thấp ðBụ->-œ: 





2 
n = exp(B(:— nv))j SP ss¬ | 


dn = Bn(d(- vdn) 
dp`= an + vndn = kTdn + 2 ván) 
Vì tại n =0, áp suất triệt tiêu nên ta tìm được : 


p- sn^v = KT 


§7. PHÉP GẦN ĐÚNG HATREE - FOCK 


Phép gần đúng Hartree-Fock cho hàm Green hai hạt 
không đưa vào tính đồng nhất của các hạt. Vì các hạt là đồng 
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nhất, chúng ta không thể phân biệt được quá trình trong đó 
hạt được thêm vào tại 1' xuất hiện tại 1 với các quá trình 
trong đó nó xuất hiện tại 2. Để đưa vào khả năng thay đối 
này, ta có thể viết: 


: 1 Ũ 1 
Ga(12:12)= = + 


=G(1,1)G(2,2) + G(1,2')G(2,1') 


Phép gần đúng này đối với G; dân đến phép gần đúng 
Hartree - Fock. Phương trình gần đúng cho G_ là phương 
trình chuyển động có dạng : 


- 


vị | kỏ 
lệ + xị EM )+Í dr; ứn lv|rs )G(21].,~t, =ð(-1) (5.63) 


Trong đó: 
(n|Vịr›) = ð(r - r;)ƒdraV{n - rzn(ra)) + iVÍn, - r; G*(L2}.,.~., (5.64) 





Một lần nữa< nị Vịr, >có ý nghĩa một trung bình, 
trường tự tương thích thông qua đó các hạt chuyển động. 

Trong trường hợp hệ bất biến tịnh tiến, ta có thê biến đổi 
Fourier (5.63) và (5.64) để thu được : 





iz~ -Ei)|6(e tị —t{) = (tk — tị ) (5.65) 
1 
Và 
pˆ dp' . 
EÍp]Ì= —+nV + = Vp - p. n|p (5.66) 
6) 2n +nV ‡ g Víp —p n) 
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trong đó Víp)= [dre ''v(r) là phép biến đổi Fourier của thế 
V(T). 


Cũng giống như trước: 


AÍp,©}= 2x(œ - E(p)) (5.67) 
và do đó: 
(n(p)) = f(F(p)) = exp|- (ð(E(p) - w) # 1)| (5.68) 


Năng lượng đơn hạt E(p) Hartree - Fock khi đó phải thu 
được như là nghiệm của (5.67) và (5.68). 
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BÀI TẬP CHO PHẦN IV 
1. Giả sử Hamiltonian Hạ có dạng : 


Họ = >q|f|i£ïêj 
1,} 


¡-M uà È, tương ứng là các toán tử sinh uà huỷ điện tử). 
Hay chứng mình hệ thức sau : 


>êkIHo.ex] = =Họ 

k 
2. Giả sử phương trình Hamiltonian H,„, có dạng: 

ï 1 _ TY 

Hịn: = >Ñ|v|kt K†ê†€;êy 

k,# 
(Ê¡c¡) bà Ê my) tương ng là các toán tử sinh uà huỷ 
điện tử). Hay chứng minh hệ thức sau: 

>ek[Him.ei] = -2Hịm 
3. Giả sử Hamiltonian của hệ điện tử - phonon có dạng: 
H = Họ T Hạ 


Họ = Y.Ekyêjêy + >`hoaânâq 
k q 


Hịnt = 3 V(q)Êk+aÊk(âg +â a) 
q,k 
F ^+ h ^ ^+ s ^ sử P : ắ * 
trong đó \_ uò C.(ca, uò dạ) tương ứng là các toán tư 
sinh uà huỷ điện tử (phonon). Hãy chứng mình các hệ thức 


sau - 
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d) Hệ thức 1: 


b) Hệ thúc 2: 


AHoAe+ ^ ^^ AHa,A|Ev.e-E 
£ To Êy =êy,uêye “°e (E.... -Ex) 


4. Giả sử ]„ là thành phần z của toán tử dòng: 


uà H,,H,, ià Hamiltonian tự do uà Hamiltonian tương 


tác của hệ điện tử phonon 0uà có dạng như trong bài tập 3. 
Hãy tính các biểu thức sau: 


b) |Ñim., 
t ta 
I—Họ[¬ - 1 -I-Hạ 
e) e3 Hạt, . . 
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